FLEXIBELE STATISTIEK

Van p-waarden naar e-waarden; Robuustere conclusies met minder data

De rigide natuur van p-waarden maakt ze steeds minder passend bij huidi-
ge mogelijkheden van dataverwerking: een groeiende dataset continu analy-
seren en data uitwisselen tussen verschillende instituten was nog nooit zo
mabkkelijk. Een flexibeler alternatief zijn e-waarden, waarbij de e staat voor
evidence. In dit artikel laten we zien hoe voor een breed scala aan scenario’s
van nulhypothesetoetsen in datastromen op simpele wijze e-waarden kun-
nen worden ontworpen, en hoe deze kunnen worden toegespitst op het zo

snel mogelijk verzamelen van bewijs voor een alternatieve hypothese.

STAtOR maart 2022|1

RosANNE J. TURNER

De afgelopen jaren zijn er veel goede ontwikkelingen
geweest op het gebied van data-infrastructuur voor we-
tenschappelijk onderzoek, zoals bijvoorbeeld de Personal
Health Train en het FAIR-data initiatief (Van Soest et al.,
2018; Wilkinson et al., 2016). Wetenschappers hebben
nog nooit zoveel mogelijkheden gehad om veilig data uit
te wisselen met collega’s in andere instituten en om via
dashboards data live te analyseren. Deze ontwikkelingen
brengen interessante statistische uitdagingen met zich
mee. Wat moet een onderzoeker bijvoorbeeld doen als hij
na het behalen van zijn geplande steekproefgrootte een
net niet significant resultaat behaalt, en een collega aan-
biedt dat hij tien extra samples toe kan voegen? Of als de
geplande steekproefgrootte nog niet behaald is, maar de
onderzoeker tussendoor uit nieuwsgierigheid alvast een
p-waarde uitrekent, die dan significant blijkt te zijn?

Sequentieel toetsen met klassieke p-waarden

Peter Griinwald gaf eerder al in STAtOR een mooi over-
zicht van hoe het gebruik van klassieke nulhypothesetoet-
sen en p-waarden in (onder andere) dit soort situaties
problematisch is (Griinwald, 2015). Klassieke toetsen
zoals de gepaarde t-toets of Fishers exacte toets geven
alleen een garantie op de kans om onterecht de nulhypo-
these te verwerpen, de Type-1 fout (false positive rate), als
vooraf de steekproefgrootte exact wordt vastgesteld.

Stel dat we als statistiekconsultant een onderzoeker
proberen te adviseren die de nulhypothese wil toetsen dat
medicijn a een even grote kans op succes biedt als medi-
cijn b. De onderzoeker heeft een dashboard voor hun stu-
die opgezet en krijgt iedere keer als in beide groepen één
patiént het medicatietraject heeft afgerond een update.
De data komen dus binnen in gebalanceerde blokken van
groepsgrootte n =1 in groep a, en n, = 1in groep b. Het
liefst zou de onderzoeker op ieder moment dat het dash-
board geilipdatet wordt een nulhypothesetoets doen, om
zo snel mogelijk de studie af te kunnen ronden. In figuur 1
is geillustreerd wat er zou gebeuren als we voor deze ana-
lyse Fishers exacte toets zouden gebruiken: onze kans om
een Type-1 fout te maken blijft alsmaar stijgen naarmate
we meer en meer datapunten verzamelen. Eigenlijk is onze
hele statistische analyse oninterpreteerbaar geworden!
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E-waarden

In figuur 1 is ook te zien dat met een analyse met zoge-
noemde e-waarden in plaats van p-waarden de Type-1 fout
wel begrensd blijft. E-waarden zijn een alternatief voor
p-waarden voor het doen van nulhypothesetoetsen, waar-
bij de e staat voor evidence. Zoals deze naam misschien al
doet vermoeden zijn de e-waarden een maat voor bewijs
voor de alternatieve hypothese in de data. Door de defi-
nitie van e-waarden blijven deze naar verwachting laag
als data in werkelijkheid gegenereerd worden onder de
nulhypothese: alle niet-negatieve random variables (kans-
variabelen) met een verwachte waarde van hoogstens 1
onder alle verdelingen in de nulhypothese zijn e-waarden
(Griinwald et al., 2019; Vovk & Wang, 2021).

Door deze definitie blijft het product van sequentieel
verzamelde e-waarden zelf ook weer een e-waarde, onge-
acht de methoden die de onderzoeker heeft gebruikt om
te besluiten of de studie door moest lopen of stoppen
(details in Grunwald et al., 2019). Dit betekent dat we
onze onderzoeker zouden kunnen adviseren iedere keer
als het dashboard gelipdatet is een e-waarde uit te reke-
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Figuur 1. De geschatte kans op het maken van een Type-1 fout bij
het toetsen van de nulhypothese dat de kans op succes in twee
groepen hetzelfde is, onder sequentieel toetsen met Fishers
exacte toets en e-waarden (aangepast uit Turner et al, 2021)
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nen met deze nieuwe datapunten. En nu komt het mooie:
uit de eigenschap dat e-waarden onder de nulhypothese
een verwachte waarde van hoogstens 1 hebben volgt dat
we ze kunnen gebruiken voor een nulhypothesetoets. We
verwerpen de nulhypothese als de e-waarde groter is dan
1/a, wat ons een Type-1 fout garantie geeft van o, zelfs als
we na iedere update opnieuw ons product van sequentié-
le e-waardes toetsen. Als onze onderzoeker bijvoorbeeld
een significantieniveau van 0,05 aan wil houden, advise-
ren we de nulhypothese te verwerpen zodra het product
van de sequentiéle e-waarden groter is dan 20.'

Zoveel mogelijk bewijs

E-waarden bieden dus die Type-1 fout garantie onder se-
quentieel toetsen, maar hoe gedragen ze zich als de alter-
natieve hypothese waar is? De lezer kon zich bij de brede
definitie van e-waarden in de vorige paragraaf wellicht ge-
lijk een aantal ‘domme’ keuzes voorstellen, bijvoorbeeld
een random variable die altijd de waarde 1 aanneemt. In
Grunwald et al. (2019) wordt voorgesteld e-waarden zo
te kiezen, dat ze optimaal bewijs verzamelen voor de
alternatieve hypothese in de sequentiéle setting die we
hierboven beschreven. De e-waarde die dit doet voor een
puntalternatief pg kan gevonden worden door reverse in-
formation projection:
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Hierbij is D de Kullback-Leibler divergentie (of: relatieve
entropie), een divergentiemaat uit de informatietheorie.
De verzameling {Pw, : W, e W(G)o)}, kan gezien wor-
den als de verzameling van Bayesiaanse marginaalverde-
lingen voor de data z", ééntje voor elke prior W, op de
nulhypothese ©_.> We kiezen dan de prior Wy zodat Pw;
de marginaal over de nulverdelingen is die het ‘minst ver-
schilt van’ of het ‘dichtste bij’ ons puntalternatief staat,
zoals geillustreerd (in Euclidische afstand) in figuur 2.

Het mooie aan vergelijking (1) is dat we een algeme-
ne uitdrukking hebben om voor elke combinatie van een
alternatief en nulhypothese een goede e-waarde te defi-
nieren, maar het vinden van een oplossing lijkt wellicht
niet triviaal. Voor een heel aantal toetsscenario’s is ook
nog geen analytische oplossing gevonden, en moet ge-
bruik gemaakt worden van een numerieke benadering via
optimalisatie, zoals geillustreerd in Turner, 2019 en Lardy,
2021.

Figuur 2. De reverse information projection van een puntalterna-
tief op de nulhypothese (figuur samengesteld analoog aan, als
simplificatie van, Griinwald et al., 2019, figuur 1)

Een simpele oplossing voor data in twee
groepen

Verrassend genoeg blijkt er voor een grote groep scena-
rio’s, namelijk waarbij we kansverdelingen in twee groe-
pen vergelijken, een simpele generieke vorm van e-waar-
den te bestaan (Turner et al., 2021). Voor deze scenario’s
nemen we aan dat er een set aan kansverdelingen is,
P(©):= {Pg, 0 € ©}, en dat datapunteny, eny,, in groep
a en b gegenereerd worden door een bepaalde verdeling
uit deze set, Py, en Py, — dit is ons puntalternatief. Verder
leggen we van tevoren vast hoeveel datapunten we in dit
blok in elke groep gaan verzamelen: n_in groep a, en n, in
groep b (tussen verschillende datablokken in mogen we
deze aantallen wel veranderen). Indien we dan de nulhy-
pothese willen toetsen dat de kansverdelingen in groep a
en b gelijk zijn, versimpelt de e-waarde tot:
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Deze formule kan zelfs verder versimpeld worden als de
nulhypothese een bepaalde eigenschap bezit, convexiteit.
Dan kunnen we de noemers in vergelijking (2) vervangen
door de waarschijnlijkheid van de data onder een bepaal-
de kansverdeling uit onze set, Py = %pa ! %pu .
In dit geval weten we ook dat deze e-waarde de beste
e-waarde is om bewijs te verzamelen voor ons puntalter-
natief.

In het voorbeeld van onze onderzoeker is dit toevallig
zo. Stel dat onze onderzoeker verwacht dat in groep a het
medicijn succesvol is bij 20% van de patiénten, en dat
het in groep b twee keer zo goed zal werken (de rode ster
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Figuur 3. De parameterruimte voor het nulhypothesetoets-
scenario waarbij proporties in twee groepen vergeleken wor-
den. De gestippelde lijn, ©., geeft de parameterruimte van de
nulhypothese aan

in figuur 3). De beste e-waarde voor dit alternatief ziet
er dan als volgt uit: in de teller komt simpelweg de kans
op de data in elke groep onder Bernoulli verdelingen met
parameterwaardes 0,2 en 0,4, en in de noemer de kans
op de gehele data onder een Bernoulli verdeling met pa-
rameterwaarde 0,3.

Leren van eerder geziene data

In de praktijk komt het niet vaak voor dat men genoeg
voorkennis heeft om een de e-waarde toe te spitsen
op een puntalternatief, maar bijvoorbeeld wel op een
minimaal klinisch relevant verschil tussen de groepen
(de roze driehoek in figuur 3), of een minimale odds
ratio. In dat geval kan een prior op de parameterruimte
geplaatst worden, en kan in combinatie met data ge-
zien in eerdere blokken de beste e-waarde om bewijs
voor de alternatieve hypothese van vorm (2) benaderd
worden (details in Turner et al., 2021; en Turner et al.,
2022). Het blijkt dat we met deze ‘lerende’ sequentiéle
methode net zo snel of soms zelfs sneller de nulhypo-
these kunnen verwerpen dan met klassieke hypothe-
setoetsen, waarbij we met de e-waarden altijd nog de
mogelijkheid houden de dataset verder uit te breiden.
Ook al gebruiken we hier priors, de aanpak is niet echt
Bayesiaans. De Type-l foutgarantie geldt namelijk al-
tijd, wat voor prior we ook kiezen — de keuze beinvloedt
alleen hoe snel we de nulhypothese kunnen verwerpen
als de nulhypothese niet waar is.

Kortom, e-waarden bieden mooie mogelijkheden data
op een meer flexibele, maar nog steeds robuuste, manier
te analyseren. Hopelijk kan het aanbieden van dit soort
makkelijk aanpasbare statistische methoden bijdragen
aan het verminderen van toekomstige research waste
(Glasziou & Chalmers, 2018).

Deze tekst is gebaseerd op eerdere publicaties (Turner, 2019;
Turner et al., 2021). Dank aan co-auteur Peter Griinwald.

NOTEN

1. Indien de onderzoeker heel graag een p-waarde wil rappor-
teren kan dat ook: 1 delen door de e-waarde geeft een con-
servatieve p-waarde.

2. Definitie van een Bayesiaanse marginaalverdeling:

Pwo(Z") = Jw, (6,) P, (Z)dO,.
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