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Preventing Distinguished Disaster, a case study.

Henk Koppelaar, PSM-groep
St.Jacobsstraat 14
3511 BS Utrecht.

Inleiding

Dit artikel verschaft cnige numeriek-wiskundige achterarond hij
factor analyse. Deze zaken zijn veelal heel wat moeilijker dan de
wiskunde voor de factor analyse zelf en worden (daarom?) in de
boeken stiefmoederlijk bedeeld. Er komt de eigenvector bepaling
Vo1gens Jacobi aan de orde. Deze is de beste voor d4it probleem
hetgeen blijkt uit vergelijkende studies (hier niet gerapporteerd)
van a-priori schattingen. De methode is incourant geworden omdat

hij duur in rekentijd is. Vervolgens worden a-priori foutschattingen
aan eigenwaarden besproken. Het is immers altijd nog de eerste
vraag of een algorithme doet wat het moet doen; de tweede vraag is
"hoe goed" of "hoe nauwkeurig" hij het doet. De a-priori schattingen
leveren van te voren een antwoord op deze tweede vraag.

Men dient dit artikel op te vatten als een gevolg van een oproep

van Daniél E. Bailey aan de Sociale Wetenschappen, om hun verant-
woordelijkheid te kennen bij het toepassen van de computer op data.

In het tweede deel van dit artikel laat ik zien, dat je a-priori kunt
zien hoe goed het algorithme is dat in het eerste deel gepresenteerd is.
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Jacobi

. Van een reé€le symmetriscne matrix A=(Aij) moeten eigen-
waarden en eigenvektoren bepaald worden. Bij iedere reé€le symmetrische
matrix is een reéle orthogonale matrix 0 te vinden, zodat D=0'1A0 dia~
gonaalgedaante heeft. Deze matrix D heeft op de diagonaal juist de ei-
genwaarden van A.

De door jacobi 1) aangegeven methode beoogt 0 successief op te bouwen

als produkt van rotaties in geschikte vlakken. Vanwege deze meetkundige

interpretatie noemt men deze methode ook wel hoofdastransformatie.

Theorie Zij A een nxn-matrix. Het bepalen van de eigenwaarden van
A betreft de oplossingen van de vergelijking
det (A- A 1) = 0. weef()
In het eenvoudigste geval, n=2, vinden we (A regel en s;mmetrisch)
= t /R - 3
E i(l}x *Azz) } A|z+ (l}x An)- - i)

Hier s o< (SUSE STREL Loge Rpeqh COSE . A BInR b YN

s
-sint cost -x Sint xz Cost
1

Uit (2) en (3) vinden we vier vergelijkingen:

£ - fa 1 & 2
S1nt=Al ~3 = l‘/-'§l-l\':z‘ Alz +1(41 An‘)

cost e X .o (8)

12 12

tant=

i p e = Jpa = 2
'\z An = i IAu Anl f\z+ i (e- An ...(5)

-y A
12 112
= Al: - $ ﬁz sign (Au- AH) . ; "'(6)
: % CIETCRE
A” Aa i‘ﬁn An] b A::+ %(All A“
) e LS - T
LIRS T sa SR, T
A - A
12 12

Het is eenvoudig na te gaan dat (4) de voorwaarde levert

d =d =0, in:
12 1 i d
iz = 11 (&3

0 A0 = (4 d 1) .

*n 2

De vergelijkingen (4) t/m (7) zijn equivalent. ) ;

In het algemene geval van een nxn-symm. re€le matrix A, luidt O voor
p< gt
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1 P
2.1 =
0 = cost..sint  .L.. p
Pq -sint.)coit el
A K
| 5e- Ae
| '
Vanwege (&) die Tevert dat dpq = dqp = 0 komt er voor (6) in het

algemene geval:
. o £
sign of (Aqq pp} 2 Ap

ks e W T ZA’ 3 =4lE)
qq pp qq pp Pq
: 1 :
dan is cost = ———— en sint = t cost s il §
AR T 2
Voor het gemak nemen we nu A__ = Vl; A = V2; en Aqq= v3;
verder mu: = ;(App-Aqq) = 3(V1-V3);

V= /(V2)*+ (mu)* en omega:= Shgnial (. 2

v
En hiermee is t = sign{mu)(-V2 s zodat cost = /‘/+ lmu‘, ’
Imul + v 20

omega

en tenslotte sint=
/2 (1 + /T - omega’)

s E50Y

Merk op dat omega = -1 als mu = 0.
Deze overwegingen zijn toegepast: in CACM- Algorithm 85, Jacobi,
door Th.G. Evans met certification 1 door J.S. Hillmore.

Het resultaat van een transformatiestap wordt dus

-1
(dik) =D=0 A0, met outputregel:
dip= dpi= Api c?st - Aqi sinz voor i # p,q 34
diq= dqi= Api e Aqi gt voor i # p,q 32
dpp= Vl*cos’t + V3*sin®t - 2*V2 *sint*cost 39
d = Vi*sin't + V3*cos’t + 2*V2 *sint*cost 40
dpq= dqp= V2(cos’t - sin*t) + (VI - V3) sint * cost 41
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djp = Ay voor i# psk#aqg

In de certificatie 2 van CACM-Algorithm 85, door P. Naur is een fout
geslopen, daar staat:

d1p_ pi~ Ap cost - Aqi + sint.

fout

In de kolommen van de matrix 0—' staan tenslotte de eigenvektoren van A
als A op diagonaalgedaante gebracht is.

Noemen we 0~' = S, dan is S=I als er nog geen draaiing plaatsgevonden heeft,
en na k slagen is

S = § *G =T

K= Sg=qtS

k=1 k- z

__'BEGIN' 'INTEGER' 1,Jd,K,L,N; 'REALY RHO; N:=6; RHO!='«l3;
THBEGINY 'REAL'TARRAV' A,S(/LIN,1iN/);
YFORTI 3= !STEP'LTUNTIL'N'DO?
TFOR' YIS ISTERYLIUNTILIN'DOY A/, Jd/) 8L/ (1+d=1};
TVCOMMENTY DEZE PROGEDURE VIND ALLE E!GENWAARDEN EN EIGENVEKTOREN VAN EEN
GEGEVEN VIERKANTE MATRIX MET EEN GEMODIFICEERDE JACOBI~METHODE
7BEG|N' "REAL' NORI(17,NCRM2,THR,MU,OMEGA,SINT,COST, INTY,V1,V2,V3;
- TINTEGER' P,0, IND;
TCOMMEMNT ' SET ARRAYV S=N#N IDEFTITY MATRIX
- : YFOR! -{ =] 'STEP' 1 TUNTIL' N 'DO?

YFOR' Ji=i *STEP' L 'UNTIL® | 'pO!
: ViFY T2y YTHEN' S(/1,J/)1sL TELSE' S(/1,d/)iS8(/d,1/)1=0;
VCOMMENT' CaLCULATE INITIAL HORM(NORM1),FINAL NORM(NORMZ) AND THRESHOLD;
e e INT1:20; : v el s

By "FOR' (:=2 'STER'! % 'UNTIL' N 'DO’ &

R VE R :ticd HSITESPRE 'UNTIL'l-l'DO'INT1 -lNTl*ZiA(/| é/)'POwFR'Z,
THR 3 =NORM1:=5QRT(INTL); NORM2:=(RHO/N)=*NORML; IND; 0:

TMAINLG THRI=THR/N; SPACE(20); FIXT(2,13;THR)| NLCR;
T tCOMMENT Y THE SWEEP THROUGH 'THE OFF -0l AGONAL EMENTS REGINS MERE;
“MALN2:  'FGR' @i=2 *STEP' 2 'UNTIL' N 'DO' 0 _ 25

VFOR' Pizi *STEP! 1 'UNTiL'Q-1'D0’

= b ] ABS(A(/P30/)) 'NOT LESS' THR ' THEN!
y TBEGIN' IND 3=1; VL1i=A(/P,Pg); V2isA(/P,Q/);
S 5 —V31mA(/£Q,Q/7);5 MUuiz1/2#(VLi=V3); =l -
OMEGA!= 'IF' MU=0 *THEN' -1
'ELSE' -GIGN(MU)*V2/SQRT(V2'POWER'Z*MU'POWER i
S|HT.=0MEGA/SQRT(?*(1¢SQRT(1 ~-QMEGA'POWER'2)));
- COST:=SART(L-SINTV'POWER'2)} - e
VFORY 13=1 'STEP!' 3 'UNTIL' N "pot ?
YBEGINT 'IF' 1'NOT EQUAL'P 'AND' {'NOT EQUAL'Q *THEN'
: ' TREGIN' INTL:=2A(/1,P/); MUISA(/1,Q/);
o (i E At/Q,1/)i=A0/1,Q/7)¢ = INTL#SINT+MU#COST;
‘ A(/P.l/).-A(/l,P/)!:INTl*COST ~My#SINT;
YEND Y INT1 =5(/1,P/); MUISS(/1,Q/)}
5(/1,0() |NT1¢SINT¢MU»COST'
- S(/1,P/) = |NT1#COST-MUSSINT;
'E”D' .
- - A(/P.P/): -Vl“COST'POWER'2+V3*SINT'PowER'2 «28#V2#SINT#COST:
A(/Q,Q7):=V1rS INT'POYER ' 2+V3#COST  PQWER 2+42%V2#S INT#COST;
AL/, 0/)'-A(/Q P/)t1=y26COSTPOYER 1 2-V245 INTIPOWER 124 (V1= =y3)#SINT#COST)
END ' 'COHMENT' NOW TEST TO SEE |F CURRENT TOLERANCE EXCEEDED

—— T AND, TF -NOT,WHETHER FINAL TOLERANCE REACHED ; o
CIF' IND=1 "THEN''BEGIN' -IND:=0; 'GOTO' MAIN2 'END!'
SVELSEY Y F -THR'GREATER'NORM2 TTHEN! 'GOTO ' HAINL ;

'3 vELN_ch 'EN

AL 2N S
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De threshold Jacobi method.

Er rest nog te bepalen hoe het buitendiagonaalelement dat in iedere slag

nul grmaakt wordt, gekozen moet worden.

Eenvoudig is de threshold Jacobi method, deze komt erop neer dat per slag
zolang door de buitendiagonaalelementen gezocht wordt totdat een element
groter dan een drempelwaarde gevonden wordt. Dit element wordt dan nul ge-
maakt. Dit proces wordt netzolang herhaalt totdat voor ieder buitendiagonaal-
element van de geTtereerde matrix geldt:

IA].jl< p/n * norm 1. g

1y

Waarin p een vooraf gekozen nauwkeurigheidsfaktor, bijvoorbeeld p= 1Q=%4;

is en
’n n
norm 1 =\T & (A &
SIS T
1437

Een bewijs van de convergentie voor deze methode is gegeven door J. Greenstadt 2)
The determination of the charateristic roots of a matrix by the Jacobi method,
in 'Mathematical methods for Digital Computers', A. Ralston and H.S. Wilf, eds.

Foutschattingen a-priori

De Jacobi-methode is gebaseerd op een gelijkvor migheids transformatie
A=H=' A, K
PE MPECF Sp=f

De originele matrix is A;en we krijgen een rij ﬁ . A;""’ A . In de praktijk
worden afrondfouten gemaakt, zodat matrices A_ en A Vverkregen worden. Voor een

(p=liessish)

numeriek stabiel algoritme verwachten we matrices Ap te berekenen die slechts
een geringe verctoring hebben t.o.v. Ap. Een a-priori schatting van de foutgrens
in de eigenwaarden verwachten we te verkrijgen via een schatting voor de grens
van A - A ., Dit is onjuist omdat als A_ exact gelijkvormig is met een matrix die
licht verstoord is t.o.v. Ao’
instantie afhangen van zijn gevoeligheid voor verstoringen in de originele ma-
trix Ao' Echter zelfs in het gunstige geval van gelijkvormigheids transformaties
van symmetrische matrices, zoals het onderhavige, kunnen we geen schattingen ver-
krijgen voor a-priori grenzen van fouten in de eigen-vektoren 3). Dus om a-priori
grenzen te verkrijgen voor de fouten tengevolge van het gebruik van een algoritme
hebben we grenzen nodig voor de equivalente perturbaties in de oorspronkelijke
matrix Ao en grenzen voor de gevoeligheden van de gewenste eigenwaarden.

dan zal de fout in iedere eigenwaarde in eerste

De hilbert matrix A =(A; ;) met A, . = . e
W u i =D

is normaal, d.w.z. Aba = AAh, immers AP= A= A,
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A is normaal en symmetrisch geperturbeerd met een matrix €B, dan liggen
volgens Henrici % de eigenwaarden van (A0 + €B) binnen de cirkels

|A-Ai|45l B (dit volgt uit Courant-Fisher),
Als Ao een bijna normale matrix is zullen zijn eigenwaarden redelijk onge-
voelig zijn voor verstoringen in Ao.
De verstoringen die in Aj ontstaan, worden vercorzaakt doordat (Aij )niet
exact voorstelbaar is als machinegetal voor alle i en j. Deze verstoringen
zijn maximaal van de grootte } * 10° is voor een computer met 12 decimalen

getalrepresentatie, dus voor een 6*6 -matrix is

6 -
eBl; = (z 1B l° e 305 107 0%
ue e
1,50
Omdat HEBIQQIEBHE geldt er 1a;- Al g 3 * 10~13,

dit is de a-priori bovengrens voor de fouten in de eigenwaarden. Een zwakke
schatting voor de a-priori foutengrens van de eigenvektoren geeft Wilkinson
op p. 281, met IR - ﬁTﬁEsg gn2"t.

Dus voor een 6 * 6 matrix met £=13 digits wordt dit g 0,03.

Schattingen m.b.v. Rayleigh-quotiénten voor fouten in de e.w.
is de Rayleigh-quotiént, gedefinieerd door

= VHAV waarin V eigenvektor van A is
uR—_V_F{;’ g s

HR

Onmiddel1ijk weten we I upl >3 * 10°13- a

voor 5 eigenwaarden.
Omdat Ao normaal is hebben we (zie Wilkinson p. 173) onder de veronderstelling

dat
AV- uRV =7 (vyv ﬂ2 =lenl nH2 = €)

de betrekking | pp = ;| < £/0-%
a

Voor een normale matrix A0 is het systeem van eigenvektoren i,( LEEA R )
ortogonaal en dus zonder verlies van algemeenheid ortonormaal . Laat bena-

deringen Xseeenns s, voor de eigenvektoren gegeven zijn.

Dan nTV = 0 en er volgt | an +Vn g ﬁ2= b n BZ = €, (Wilkinson p.175) als
il Badn U Bl T ) e 8
1 g g

2 7 5



Uit (11) is dan de bovengrens %l berekenen voor de fout waarmee de Rayleigh-
quotiénten de eigenwaarden benaderen.

Voor een a-postiori schatting van de foutgrenzen in de elgenvektoren en
e1genwaarden bedenken we dat Jacobi bijna perfect ortogonale eigenvektoren
oplevert, zodat we mogen nemen €g2 * 10_13.

Dus er is tenminste een eigenwaarde in ieder van de intervalien

l)\-uil$‘67

We vinden dat de foutgrenzen in de eigenwaarden zijn

-2
Iui-xls“m /( A2 10 ege = s
3 10

waarin uy de berekende eigenwaarden zijn.

Ao is hermiets en de berekende eigenwaarden liggen niet patologisch dicht
bij elkaar, zodat de foutgrens a-posteriori voor de eigenvektoren bepaald

wordt door €. .
en a-posterioti

De nauwkeurigheden a-prioriAvan de eigenwaarden zijn vrijwel ge]ijk,die
van de eigenvektoren blijken de verwachtingen verre te overtreffen.

Dit laatste is te wijten aan de onmoge]ijkheid zoals Wilkinson opmerkt,
om een goede a-priori schatting te doen van de foutgrenzen in de eigen-

vektoren.
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