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De onfatsoenlijke matrix

H. Koppelaar, B. NiemGller

Inleiding

Een praktijkprobleem bij het hanteren van factoranalyse is: is

de correlatiematrix geschikt voor deze analyse? In moderne termi-
nologie: "is de correlatiematrix embeddable?". We bespreken een
viertal tests voor embeddability. Geen van de vier is geTmplemen-
teerd in de CDC-versie van het SPSS. De test die het SPSS thans
geeft, is slechts de berekening van de determinant van de corre-
latiematrix. We tonen in deze paper in de vierde test, de zoge-
naamde "conditietest" aan, dat de determinant van een matrix

heel goed kan zijn, d.w.z. det # 0, terwijl de conditie van die
matrix slecht is! Dit resultaat is te vinden in voorbeeld 3 van
de paragraaf Conditiegetallen, in het vervolg, Voordat het echter
zover is, bespreken we eerst drie embeddability-tests voor factor
analyse aan de hand van Dziuban en Shirkey. Daarna leggen we uit
wat matrixnormen zijn, om vervolgens onze nieuwe test op de con-
ditie van een matrix te illustreren en toe te passen.

Bartlett's sfericiteits toets

De nul-hypothese luidt: voor de populatie waaruit de steekproef
getrokken is, geldt dat de variabelen niet gecorreleerd zijn, dus
voor de populatie correlatiematrix P geldt P = I.
Dus voor de steekproef correlatiematrix R geldt dat de correlaties
niet signifikant van nul verschillen.
Bartlett's toets is bij benadering een chi-kwadraat toets van de
nulhypothese

H;, 2 [P} =1
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De waarde van de determinant van de correlatiematrix van de
populatie wordt uiteraard slechts &&n als P = I, Voor |P| ge-
bruiken we als schatting |[R].

Het toetskriterium is nu

- L(N-1) - & (2045) 1 log [R]
waarin N de steekproefgrootte, p het aantal variabelen en |R|
de determinant van de steekproef correlatiematrix is.

Voor grote N is de grootheid bij benadering chi-kwadraat verdeeld
met ip(p-1) vrijheidsgraden.
Cooley en Lohnes (1971) geven, zonder volledigheid na te streven,
enig inzicht in de 'redelijkheid' van Bartlett's toets:
1. |R| ligt altijd tussen 1.00 en 0.00 als |R| ~ 1 dan R > I
als R = I dan wordt sphericiteit benaderd.
25 e1og van decimale frakties (tussen 0.00 en 1.00) zijn negatief
met als range - = tot 0.00.
als |R| » 1.00 dan ®log |R] = 0.00 en x“ ~ 0.00
3. een t.o.v. p gro te N doet voor een gegeven |R| de'x2 toenemen;

2

een grote N/p ratio verhoogt de power van de test,
Een niet-signifikant e X2 zou er toe moeten leiden de betreffende
matrix niet te factoriseren, zoals bijvoorbeeld in onderstaand
voorbeeld van Cooley en Lohnes

\

7 43
418
6§ 3 5
b e g 1.00 0.67 -0.10
0 ~ R=| 0.67 1.00 -0.29
78 19
0.10 -0.29 1.00
Rl
9 5 8
745
b 2

en dus x2 = -(10-1-1-%)elog .499 = ~(7.16)(-.695) = 4,99 met
1.3(3-1) = 3 vrijheidsgraden. Deze waarde is zelfs op 10% nivo
niet signifikant.
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Dziuban en Shirkey wijzen erop dat de toets op sfericiteit als

een ondergrens voor de kwaliteit van de matrix kan worden gebruikt.
D.w.z. bij aanvaarding van de nulhypothese kan men van verdere
(factor-)analyse afzien. Bij verwerping van H0 dient men echter
bedacht te zijn op eventuele invloed van de steekproefomvang,

die bij de chi-kwadraat voor grote steekproeven groot is.

Inspektie van de buiten-diagonale elementen van de anti-image

covariantie matrix

Subjektiever is een tweede manier waarbij de buiten-diagonale

152 worden

elementen van de anti-image covariantie matrix SZR-
bekeken. Hierbij is SZ = (diag 1)t

als elementen de reciproken van de elementen uit de hoofddiago-

een diagonale matrix met

naal van R-l, d.i. de inverse van de correlatiematrix R.

Uit de literatuur is bekend dat bij toepassing van het factor-
analytisch model voor de data moet gelden dat R-1 ongeveer dia-
gonaal moet zijn. Ook SZR_ISZ, de matrix van covarianties van de
unieke delen van de variabelen, zou bij benadering een diagonale
matrix moeten zijn.

Met andere woorden, de buiten-diagonale elementen dienen zoveel
mogelijk nul te zijn. Zoals Dziuban en Shirkey opmerken is hier
de grote vraag: 'Hoe diagonaal is diagonaal’.

Hun antwoord kan niet veel vager: "Perhaps it seems reasonable
that if say 25% of those elements are nonzero, one has reason

to suspect the psychometric quality of his correlation matrix"
(Dziuban en Shirkey, 1974, 360).

Measure of sampling adequacy

Een derde procedure wordt uitvoeriger beschreven door Kaiser (1970)
en omvat de berekening van de 'Kaiser-Meyer-Olkin measure of sampling
adequacy'. Deze index kan zowel voor het geheel van alle variabelen
als voor een enkele variabele berekend worden en luidt in formulevorm:
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Hierin zijn de q2-en de gekwadrateerde buiten-diagonale elementen

1

van de anti-image correlatie matrix SR™°S en de rz-en de gekwadra-

teerde buiten-diagonale elementen van de oorspronkelijke correlaties.

Als vuistregel voor de index, die tussen nul en een ligt, geeft Kaiser:

in the .90s - marvelous

in the .80s - meritorious
in the .70s - middling

in the .60s - mediocre

in the .50s - miserable
below .50 -~ unacceptable

Conditie-toets

Indien de determinant van een matrix een waarde dichtbij nul
heeft, zegt men dat die matrix 'slecht geconditioneerd' is.
De conditie van een matrix A kan in een getal C(A) uitgedrukt
worden., Dit conditiegetal is dan 'een maat voor de onfatsoen-
1ijkheid' van A, t.a.v. sommige rekenkundige bewerkingen met
A; de definitie luidt:
c(Ay =1 A1 1ALy
Bijvoorbeeld voor het oplossen van het stelsel vergelijkingen
Ax = b geeft C aan hoe de relatieve fout in A en b door kan
werken in de onbekende x.
De normen I | zijn matrixnormen,

Matrixnormen

Om in te zien wat matrixnormen zijn, beschouwen we een afbeel-
ding van een reéle lineaire ruimte X in zichzelf, deze afbeel-
ding heeft nl. een lineaire operator 0. Bijvoorbeeld kan een O

op X bij vast basis van n-dimensies worden gerepresenteerd door
een n x n - matrix. Een norm op X is een afbeelding naar de posi-
tieve reéle getallen | I: X » R+, met de eigenschappen:
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b xl =0ex=0voor xeX (1)
Iaxt=]x]#x¥voor AeRen xeX (2)
I x+yl<0lx?+08ylvoor X,yeX (3)

Bekende normen op X zijn de HGldernormen:
n
- p,l/p B 1
Pxl, = [121 I x5 17 met X ='X;, X5, « ., X enp> 1.
We nemen hier X dus op een basis van n-dimensies. Deze Holder-

normen zijn een generalisatie van de aloude kwadratische of
euklidische norm:

n
Voor p=2geldt §xb,=07 |x ]2 juE

De 1ineaire norm krijgen we met p = 1:

g x|
N S = Ky
1 if1 i

(Het zal duidelijk zijn dat de zg. 'kleinste kwadraten aanpassing’

berust op de Holdernorm met p = 2 en dus een van de vele is uit
de verzameling van Hgldernormen).

Als de ruimte X een norm heeft en als X in zichzelf afgebeeld
wordt, dan heeft de afbeelding (= deelruimte van X) dezelfde
norm. Om nu een matrixnorm te induceren, nemen we een lineaire
operator 0 op X met basis €15 €55+« 5 €, waarbij O gerepre-
senteerd wordt d.m.v. een matrix A:

A is een matrix (aij)’ Fodl = eltgs torers: gy M

Neem nu Ax = b, met x € X, dan vinden we:

I AN =max ] laijl’ dat is de maximale kolom absoluut som.
ATt

Dit is als volgt te bewijzen. De afbeelding A : x = b induceert
de | ﬂl norm op A, doordat:

bl =1 Axl, <mx] |aij|' I x

Nemen we voor x de basisvector s 1 < k € n, waarvoor het maxi-
mum wordt aangenomen, dan geldt het gelijkteken voor x = e
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Omdat ! e 1, =1 vinden we: I A1, = max RE Hiermee hebben
J i
we geTllustreerd wat matrixnormen kunnen zijn.

ijl-

Conditiegetallen

Nu we weten wat matrixnormen zijn, kunnen we conditiegetallen uit-
rekenen.

Voorbeeld 1.
A= (i ?), dan is A7Y = (_% g), zodat
1

LAl = mgx ; laijl = max (2, 1) = 2, evenzo | A” 1= 2en
dus is Ci(Ay =u Al 1t A, =4
2 1 1
Voorbeeld 2.
Met A = (% g) zien we dat AL = ( i 91). Als nu a << 1 wordt,
-la .
bijv. a = 10'2, dan is 1 A7} I = 102, 1n het algemeen geldt

voor dit geval:

2/a als a < 1/2
C;(A)=IAI1IA'1H1:{4 als 1/2<a<?2
2a alsa>2

We zien dat naarmate a dichter bij nul komt het conditiegetal
C(A) groter wordt. Nu is voor dit geval: det(A) = a, dus als

a ~ 0, dan is det(A) = 0, dus voor bijna afhankelijke matrices
A is C(A) groot. Het omgekeerde is alleen maar waar als de ko-
Tommen van A (bijna) gelijke norm hebben:

Hiermee hebben we geT1lustreerd hoe de conditie C{A) van een
matrix A berekend wordt en dat indien det(A) ~ 0 is, de condi-
tie zeer slecht wordt (dus C(A) zeer groot).

Voorbeeld 3.

De matrix A is tridiagonaal:
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d, b 3
171
B gy (15
e PR
\\ N n-1
¢ » N
\ n-1 dn

met di = =2, bi = = 1.

In dit voorbeeld is het 1-Conditiegetal voor n = 1 (Ci(A) dus)
gelijk aan 1, terwijl het 1-Conditiegetal voor n = 2 C%(A).= 3
Voor n>3 is | A Il = 4 en verder voor n = even is | a7l Il =

(n2 + 2n)/8 voor n = oneven is I B 1 = (n2 +2n + 1)/8,
dit is in te zien m.b.v.

-2 11]y-2/3 =-1/3

L1 -2 j|-1/3  -2/3

2 1 ol{-3/4 -2/4 -1/8

1 -2 1||-2/8 -a4 2] =1

0 1 -2)l-1/4 -2/4 -3/4

~

(n2 + 2n)/2 als n = even

Dus Ci(A) = {

(n® + 2n + 1)/2 als n = oneven
1
I

Omdat A hier hermiets is, d.w.z. A = A* komt er met p(A) =
X2 oAy,

c2(A) = o(A)o(A ™)

Het 2-Conditiegetal is CA(A) = 1 A, 1 A”

De spectraalstraal o(A) is de absoluut grootste eigenwaarde van
A en p(A'l) is de absoluut grootste eigenwaarde van Al
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Om de eigenwaarden te bepalen, berekenen we de karakteristieke
functie van A:

#4(1) = Det{A - 211 =0

Tweemaal ontwikkelen van deze n x n-determinant Dn naar een kolom
geeft een recurrentie-betrekking voor Chebyshev-polynomen van de
tweede soort:

opx) = D (x) = x Dpey ~ D2 = 0

met D0 =1en D1 =Xenx=-2-2

Dn(x) is een polynoom met leidende coéfficient 1. .,

We vinden Dn(x) = sin’[(n+l) arc cos (%J 1/sin [arc cos (g) 1=0
k1

met de wortels TE = 2 cos FE—t n k = 1{1)n.

De eigenwaarden voor een n x n - matrix worden dus:

) A
,\k = 2 Ty

Overzicht:

matrix A ¢,(2) Al -2(1 + cos K )

A k n + 1

-2 1 A2+4>‘+3 =0 -3 -2(1+3) k=1

1 -2 -1 -2(1-3) k=2

=2 1 o -2-2 - -2(1+W2) k=1

-1 -2 1 (A+2)(A2+4A+2) =0 -2 ~-2(1+0) k=2

0o 1 -2 -2+/2 -2(1-3/2) k=3

Nu is |ap] maximaal als k = 1~ p(A) = 2 (1 + cos —)

) 1 5.
¥erder s p(A ) = sreiTioE Rieliee eigenwaarde van & min]xnl,
k

-1 1

)='—_l
2(1 + cosﬁﬂxlr)

IAE[ is minimaal, treedt op als k = n - p(A

Dus het 2-Conditiegetal is exact:



C,(A) = = cotg
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1 i
1 + cos v 1 + cos T 2( T |

2(n+T

1 + cos %;% 1 - cos H%T

Voor alle n geldt: ICOtg(%é%)l < 2(n+1)/m,

dus voor alle n: Cﬁ(A) < Ci(A)

Toepassing op faktoranalyse

Laten er p variabelen Xl’ X2’ ... » X_ aan n-proefpersonen (cases)

p

gemeten zijn:

X110 X190 -« -

X91» Xop0 -+ -

an

We bepalen de voorwaarde waaronder deze data "ellendig" zijn m.b.t.

faktoranalyse als volgt:

a.

ad a.

Eerst tonen we aan dat de produktmoment correlatie van Pearson,
indien losgelaten op regle getallen een lineaire afbeelding is.

Vervolgens laten we zien dat lineaire afhankelijkheid tussen de
vectoren Xl’ X2, Bt Xp invariant blijft onder een lineaire
afbeelding van deze vectoren.

. Uit a en b volgt dan dat voor "ellendige data", d.w.z. voor bij-

na lineair afhankelijke Xl’ . . , X_de correlatie-matrix slecht
geconditioneerd is. (Voor uitleg van dit laatste begrip, zie het
vorige hoofdstuk).

Laten S en T lineaire ruimten over K zijn. We nemen uitsluitend
K=R, S= K" en T = KP. Nu heet de afbeelding A: S = T een ho-
momorfisme of K-lineaire afbeelding als A{(x + y) = Ax + Ay, voor
alle x, y ¢ S en A(a x) = a(Ax), voor alle o € Ken x € S.

De bewerkingen Tinks zijn in S, rechts in T. Het gewone reéle
inprodukt in K is dus een lineaire afbeelding en dus is Pearson-
correlatie er ook een, Merk op dat dit niet zo is, indien K = .
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ad c.
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Er volgt met induktie:

Laat nu gegeven zijn in totaal p vectoren Xl’ XZ’ CLTIR{ Xp,
waarbij iedere vector Xj, 1< j < p een n-vector is, n=>1,
terwijl er xj, 1<j<pzijn, niet alle gelijk aan nul, zo-

danig dat,

X W dr o 4 b ko B 2 5 & B

MK Xt e Xy

waarbij de nul rechts uiteraard de nulvector is.

Indien de vectoren'Xj, 1< j <p aan de relatie (i) voldoen
met de gestelde eis aan de A's noemt men ze lineair onafhan-
kelijk.

We bewijzen nu dat iedere lineaire afbeelding A deze lineaire
afhankelijkheid invariant Taat, als volgt:

Neem jgl ij = 0 dus lineair afhankelijk in S. Laat A: S—»T

een lineaire afbeelding zijn, dan geldt volgens a:

A 521 A = jil 25(A%g) = 0

Dus de beeldvectoren AXj in T zijn weer lineair afhankelijk in T.

De correlatiematrix over de data Xi" l1<i<nenl<j<p,

wordt verkregen door allereerst aftrekken van het gemiddelde
n

HsAs E X:./Nn, waarin x.. het i® element van de j-vector 1is.

J j=1 W 1J

Er koTt dan de gatamatrix [X1 - g X2 S Mgy e s Xp - ¥ 1 =
[Xl, XZ’ STEPY Xp 105

Aangezien translatie over vy een lineaire afteelding is, §1ijft
Tineaire onafhankelijkheid tussen de Xj behouden voor de Xj,

1< j<p(volgens b).

De volgende stap na translatie van de data Xij is het toepassen
van een regel inprodukt, hetgeen alweer een lineaire afbeelding
is (volgens a). Deze zal ook weer lineaire afhankeljjkheid tonen
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tussen de kolommen Xj in de data behouden.
De conclusie is:

Als de kolommen X, Xos « + s X_ in de ruwe data (nagenoeg)
afhankelijk zijn, dan is de correlatiematrix over deze data
il11-conditioned.

Er kunnen zich 2 gevallen voordoen:

n < p, dus er zijn minder 'proefpersonen' dan 'variabelen’,

geeft altijd afhankelijkheid.

n > p kan afhankelijkheid geven, oorzaak 1igt in de opzet van

het experiment. Er zijn dus afhankelijke metingen verricht, d.w.z.
er zijn metingen die (combinaties van) andere metingen zijn. Er
zal dus minstens een variabele buiten beschouwing gelaten moeten
worden.
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