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Een overwegend elementaire, op inductie gebaseerde 
afleiding van de chi-kwadraat eigenschappen van 

kwadratensommen in een gemengd tweewegs 
variantie-analyse model 

A. L. Beem 1 

Samenvatting 

De chi-kwadraat eigenschappen van de kwadratensommen van hoofd- en interactie- 
effecten worden met inductie afgeleid voor een gebalanceerd gemengd tweewegs variantie- 
analyse model. De berekeningen zijn tamelijk elementair, maar wel wordt gebruikt dat 
in een multivariate normale verdeling de variabelen simultaan onafhankelijk zijn als hun 
covarianties gelijk zijn aan nul. De methode leidt vrij rechtstreeks tot de Huynh-Feldt 
voorwaarden voor de validiteit van de F-test, zonder dat aangetoond wordt dat deze 
voorwaarden ook noodzakelijk zijn. 
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1. Inleiding 

Searle and Pukelsheim (1985) en Searle (1987) geven een tamelijk elementaire afleiding van 
de chi-kwadraat eigenschappen van de kwadratensommen in de ongebalanceerde eenwegs 
klassificatie met een vast hoofdeffect. Hun afleiding maakt gebruikt van inductie en 
onafhankelijkheid onder normaliteit en werd ge'inspireerd door Stigler (1984), die met 
eenvoudige middelen de onafhankelijkheid van het steekproefgemiddelde en de steekproef- 
variantie in een steekproef uit een normale populatie behandelt. De auteurs hebben in 
de eerste plaats het didactische oogmerk om een toegankelijke afleiding te geven van 
bekende resultaten, waarbij geen gebruik wordt gemaakt van “substantial mathematical 
machinary”. 

De eenwegs klassificatie is het elementaire vaste effecten model en wordt daarom ge¬ 
bruikt om de voornaamste kenmerken van de variantie-analyse te illustreren. In inleidin- 
gen tot gemengde modellen, die zowel vaste als stochastische hoofd- en interactie-effecten 
bevatten, wordt daarvoor het tweewegs model gebruikt. Leerboeken behandelen tenminste 
een van de volgende drie formuleringen van dit model. Het algemene model van Scheffe 
(1959) is verenigbaar met elke correcte covariantiestructuur van de observaties. Door 
zijn algemeenheid is de verdelingstheorie voor dit model enigszins ingewikkeld (Imhof, 
1962). In een tweede model, dat beschreven wordt door onder andere Searle (1971), zijn 
alle stochastische effecten ongecorreleerd, waardoor de covarianties van de observaties het- 
zelfde en positief zijn. Een derde model, dat bijvoorbeeld door Graybill (1961) beschreven 
wordt, heeft eenzelfde covariantiestructuur als het tweede, maar de covarianties kunnen 
negatief zijn. Deze modellen zijn vaak vergeleken (bijvoorbeeld Harville, 1978; Hocking, 
1973; Nelder, 1977, 1994; Samuels, Casella, en McCabe, 1991; Searle, 1971). 

Afleidingen van de chi-kwadraat eigenschappen van de kwadratensommen in het tweede 
en derde model maken impliciet of expliciet gebruik van matrix algebra en een algemene 
stelling over de verdeling van kwadratische vormen van normaal verdeelde stochasten 
(bijvoorbeeld Graybill, 1961; Searle, 1971). In zulke afleidingen is het minder duidelijk 
dan bij de methode van Searle en Pukelsheim dat de chi-kwadraat eigenschappen van de 
kwadratensommen slechts een variatie zijn op het thema van de verdeling van de steek- 
proefvariantie van een normale populatie. Dit geldt in het bijzonder voor kwadratensom¬ 
men die gecorreleerde observaties bevatten. Daarom wordt hier gedemonstreerd, dat de 
methode van Searle and Pukelsheim eenvoudig kan worden uitgebreid naar de tweewegs 
modellen zoals beschreven door Graybill (1961) en Searle (1971). Deze toepassing van 
de methode blijkt bovendien ook betrekkelijk eenvoudig en rechtstreeks te leiden tot de 
Huynh-Feldt voorwaarden voor de validiteit van de F-test in dit soort modellen. De 
berekeningen gaan uit van het derde model, maar deze parameterisatie is niet essentieel 
voor de berekeningen. Met een kleine wijziging kan de methode gebruikt worden voor 
andere gemengde modellen die een gelijksoortige covariantiestructuur impliceren. 

Zehna (1991) vraagt zich af of de afleiding van Stigler wel juist is, omdat Stigler 
slechts bivariate normaliteit gebruikt, terwijl multivariate normaliteit (of eigenlijk trivari¬ 
ate normaliteit) vereist lijkt voor de gewenste conclusie van simultane onafhankelijkheid 
uit paarsgewijze onafhankelijkheid. Bij een inleidende behandeling van gemengde mo- 
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dellen lijkt de introductie van multivariate normaliteit zeker niet buitenissig. Dat kan 
desnoods gebeuren zonder details te geven, met alleen het vooropgezette doel om tot si- 
multane onafhankelijkheid te kunnen besluiten uit paarsgewijze onafhankelijkheid. Het 
kunnen neerschrijven of herkennen van de multivariate normale verdeling voegt daaraan 
weinig toe voorzover het begrip betreft. De methode van Searle and Pukelsheim hoeft 
daarom niet onjuist te zijn in deze context. Het lijkt me dat de methode voldoende 
inzicht oplevert en didactische waarde heeft om het gebruik te rechtvaardigen, ook als hij 
formeel onvolledig is. Het gebruik van de methode vereist vier resultaten: (a) als in een 
multivariate normale verdeling de covarianties nul zijn, dan zijn de variabelen simultaan 
onafhankelijk; (b) lineaire combinaties van multivariaat normaal verdeelde variabelen zijn 
normaal verdeeld; (c) een chi-kwadraat verdeelde variabele xjt met k vrijheidsgraden is 
definieerbaar als een kwadratensom van k onafhankelijke en identiek verdeelde standaard 
normaal verdeelde variabelen; (d) sommen van onafhankelijke chi-kwadraat variabelen 
zijn chi-kwadraat verdeeld (wat direct volgt uit c). Hier verschillen (a) en (b) van de 
door Searle en Pukelsheim gebruikte resultaten (een beoordelaar merkte op dat het on¬ 
juist om, zoals Searle en Pukelsheim doen, (b) te formuleren voor willekeurig normaal 
verdeelde variabelen). 

2. Het model 

Voor waarnemingen r/y* met j = 1,..., a, j = 1,..., 6, en fc = 1,..., n, is het model 

Vijk /r P O, 4“ fij -(- -f- Gijk- (1) 

De Oj zijn de vaste hoofdeffecten. De stochastische effecten zijn de hoofdeffecten /3y, de 
interactie-effecten 7y, en de fouten of storingen e%]k- De effecten a; en voldoen aan 
Sfci 04 = 0 en F.L, 7y = 0 voor alle j. De verwachting van de stochastische effecten is 
nul en hun varianties en covarianties zijn 

= V0’V{'yij) = (a - l)<^/a, v(eijk) = a2e, 

cov('Yij,'Vi'j') = -a2/a,i^ i',j = f, 

«w(7o»7.'/) = O.J #/■ (2) 

De effecten /3j en eijk zijn normaal, onafhankelijk en identiek verdeeld en zijn onafhankelijk 
van de interactie effecten, die multivariaat normaal verdeeld zijn. De covarianties van de 
interactie-effecten zijn een gevolg van de voorwaarde dat ze tot nul sommeren over de 
niveaus van het vaste effect (de voorwaarde kan ook worden opgevat als een gevolg van 
n(7ij) en con(7^,747/) in (2) en de verwachting van nul van de 77). 

De inductiemethode vereist een aangepaste notatie. In een notatie vergelijkbaar met 
die van Searle en Pukelsheim worden de celgemiddelden geschreven als yijk/n, 
de rij- en kolom gemiddelden als 

b a 

(3) 
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en het algemeen gemiddelde kan, afhankelijk van de context, geschreven worden als 

a b a b 

Ma = ^2 mi\b/a* Mb = y^. mj\a/b, of als Mab = rriij/ab. (4) 
t=i j=i i=i j=i 

De notatie in (3) benadrukt dat gesommeerd wordt over b kolommen of a rijen. 
Het symbool voor de verticale streep verwijst naar het rij- of kolomnummer, het sym- 
bool erna naar het aantal niveaus waarover gesommeerd wordt. Als een rij of kolom 
wordt toegevoegd aan de klassificatie, dan worden m^a+i = Yli=i + l)i milb+i = 

Z)j5my/(6 + i)) "Vn|i> = E5=im(o+i)i/6 and mM\a = Y!i=imHb+i)la vergelijkbaar 
gedefinieerd. De verwachting van de steekproefgemiddelden wordt geschreven als p met 
het overeenkomstige subscript (e.g., py = E(mij)). 

Searle en Pukelsheim bewezen de chi-kwadraat eigenschappen van de kwadratensom 
van het hoofdelfect in de ongebalanceerde eenwegs klassificatie door inductie over het aan¬ 
tal niveaus. Met de in de inleiding genoemde bekend veronderstelde resultaten kan hun 
methode direct worden toegepast op de kwadratensom van het hoofdeffect B, want deze 
kwadratensom bevat geen gecorreleerde waarnemingen. Daarom wordt deze kwadraten¬ 
som hier slechts kort behandeld. Omdat de kwadratensommen van het hoofdeffect A en 
het interactie-effect AB gecorreleerde waarnemingen bevatten, worden hun chi-kwadraat 
eigenschappen in de volgende twee secties afgeleid met behulp van de methode van Searle 
en Pukelsheim. Daarbij worden de volgende implicaties van (l)-(4) gebruikt: 

v(mij) 

cov(mjj, rrii'f) 

virriiib) 
cov^iji,,mi'ii,) 

v(mjla) 

v(Ma) 

cov(miii,, Ma) 

cov(ma+iii,, Ma) 

+ (a — l)a^/a+ <?2Jn 

al - a*/a, als i # i' en y = / 

v(mij)/b 

cov(m,ij, mi'j)/b 

v(mij)/a + (a — \)cov(mij,mi' j) / a 

v(mi\b)/a + (a - \)cov{mi\b,mi'\b)la 

v(rniib)/a + (a - l)con(mi|i„ mi'^/a 

con(mi|6,mii|i,). (5) 

De varianties en covarianties in de eerste twee regels zijn hetzelfde voor alle i en i'. 

3. Kwadratensommen van de hoofdeffecten 

De kwadratensom voor het effect A met a niveaus is gedefinieerd als 

a 
Aa = bn - Ma)2. (6) 

i=l 

De verdeling wordt afgeleid door inductie over a. Voor a = 2 geldt A2 = 26n[(m1|i) — m2\b)/2]2 
en uit (5) volgt n[(m,|,, - m2|6)/2] = 2[n(mi|i,) - covim^mi'ih)]^ = (no* + o*e)/2bn = 
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cr2A/2bn. Dus onder de hypothese H : = ^2\b levert dit op dat — m2|6)/2 ~ 

N(0,c7A/2bn) en de verdeling van g = (26n)1^2(m1|6 — m2|i,)/2cr/i is jV(0,1). Daarom geldt 

g2 = A2/a2A ~ Xi = Xa—i v00r a = 2- 
Nu zal aangetoond worden dat Aa+i/aA ~ xl als Aa/cj2A ~ Xa-i- ^an Searle en 

Pukelsheim gebruiken we 

Aa+i = Aa + abn(ma+1\b - Ma)2/(a + 1) 

= Aa + 6a+x. (7) 

Uit (5) volgt 

v{ma+x\b - Ma) «(m0+i|6) + v(Ma) - 2cov(ma+1\b, Ma) 

v('mi\b) + v(mi\b)/a + (a - l)cov(mi\i,, rni'\i,)/a - 2cou(mj|6,mi/|(1) 

(a+ l)[ti(mj|i,) - cov(mi\i,,mi'\b)]/a 

(a+l)aA/abn. (8) 

Daarom geldt onder H : g,^b = n2\b = • • • = ^a+i|(, dat ma+1|j, — Ma ~ N(0, (a+ \)<j2A/abn) 
en 5a+i/o2A ~ Xi- Uit (6) en (7) blijkt dat Aa en <5a+i onafhankelijk zijn onder multivariate 
normaliteit van de mi\b en ma+i\i, als cov(mi\b — Ma,ma+nb — Ma) = 0 for all i. Nu geeft 
(5) 

cov(mi\b — Ma, ma+x\b — Ma) = cov(mi\b,ma+i\b) - cov(mi\b, Ma) 

-cov(Ma,ma+i\b) + cov(Ma, Ma) 

= C£w(mj|6, mi'\b) - v(rrii\b)/a - (a - l)cov{mi\b, m^/a 

- conm;.|(,) + v(mi\b)/a + (a — l)cov(mi\b,mi'\b)/a 

= 0. (9) 

Dit geeft als resultaat dat Aa+i/a\ = Aaja2A + &a+l/ij2A ~ x2- 
Het is instructief deze afleiding te vergelijken met die van Searle en Pukelsheim voor 

de eenwegs klassificatie met een vast hoofdeffect. Daar is de onafhankelijkheid van Aa 
en 5a+1 het resultaat van cou(m0+r|6, ma|i,) = 0 en van cov{vni\b,Ma) = v(Ma) voor i < 
a. In het hier behandelde model zijn Aa en 5a+i onafhankelijk omdat zowel v(rni\b) als 
cov(mij,mi'j) hetzelfde zijn voor alle i en i'. Daardoor vallen termen tegen elkaar weg in 
(9), iets wat onduidelijk blijft in bewijzen die matrix algebra gebruiken. De univariate 
steekproefvariantie kan natuurlijk ook gezien worden als een kwadratensom van variabelen 
waarvan alle (co)varianties hetzelfde zijn. 

De kwadratensom voor B is Bb = an^=i(mj> — M,)2. Verwisseling van a en 6 in 
(7) geeft de overeenkomstige formule voor Bb+X, en wordt ancr| + cr2. Omdat mb+l\a 
en m|,|a onafhankelijk zijn met dezelfde variantie, ligt de overeenkomst met de door Searle 
en Pukelsheim behandelde eenwegs klassificatie en met de univariate steekproefvariantie 
voor de hand. 
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4. Interactie kwadratensom 

De interactie kwadratensom is gedefinieerd als 

a b 

ABab = n^2, ~ mi^ ~ Tni\a + 
1=1 j—\ 

a b a b 

= nY2Ylml~^Ylmlb-anYlmM + abnM2i>- (l0) 
i=l j=l t=l j=l 

De interactie is alleen schatbaar als a > 2 en 6 > 2 (en natuurlijk als n > 2). De 
berekeningen beginnen daarom met a = 2 en 6 = 2. Omdat zowel het aantal rijen als het 
aantal kolommen kan varieren, zal de inductie in dit geval gaan over a en 6 afzonderlijk. 
Daarbij wordt verondersteld dat het resultant voor AB22 00k geldt voor willekeurige a en 
b. Op grond daarvan worden vervolgens de chi-kwadraat eigenschappen van ABa^+i) en 
AB(a+i)i, berekend. 

Definieer <7^ = — mj\a + Mab. Dan geldt voor a — 2 en 6 = 2 dat qn = <722 = 

—<?i2 = —921 en (10) kan geschreven worden als n Qij = 4«92 voor q = qn. De 
variantie van q wordt, door (5) en (10), v(q) = v[(m,n — m2i)/4] + v[(mi2 — m22)/4] = 
[v(niij) — cov(mij, mi^)]/4 = [no* + o*]/4n = o\Bl\n. Voor h = (4n)ll2q/oAB geldt dan 
dat h ~ N(0,1) omdat E(q) = 0, en dus h2 = A22lo2AB ~ x? = xfa-i)(6-i) voor “ = 2 en 
6 = 2. 

Voor de inductie zijn uitdrukkingen voor ABa^+i-) en analoog aan Aa+i nodig. 
Voor hun berekening (die ongetwijfeld wel eens eerder gedaan is) ontlenen we aan Searle 
en Pukelsheim 

mub+i = mi|6 + (mifi.+ij - miif,)/^ + 1) (11) 

VfQ(&-H) = + (mi,+i|a — A/ai,)/(6 + 1). (12) 

Substitutie van 6 + 1 voor 6 in de tweede vorm van (10) en gebruik van (11) en (12) 
geeft 

a b b 

ABa(b+l) = nJ2'52ml-anJ2m2j\a 
*=1 j=i j=i 

a a 

+ n ^ m2(i,+1) - (6 + l)n TO?|i.+i 
1=1 1=1 

- + a(6+ l)nM2(il+1). (13) 
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Substitutie van (11) in de tweede regel van (13) geeft 

a 

11 “ K6 + - 2m$b + {mub+i) - milb)2/{b + 1)]} 
t=l 

a 

= -n ^[bmlb ~ (mi(i>+i) - mi\b)2 + (m«(6+i) - ”ii|j,)2/(6 + 1)] 
1=1 

a 

= -6n^[mJ|t-(mi(6+1)-mi|i,)7(6+l)], (14) 
1 = 1 

substitutie van (12) in de derde regel van (13) geeft 

—anmjj+1|a + an[(6 + l)M%b + 2Ma(,m(,+1|0 - 2M^b + (mi,+1|a - Mab)2/(b + 1)] 

= abnMlf, - an[(m(,+1|(1 - Mab)2 - (m6+1|a - Mab)2/(b + 1)] 

= abnM2b - abn(mb+na - Mab)2/{b + 1), (15) 

en na samenvoeging van (13), (14) en (15) volgt tenslotte 

a 

ABa(b+i) = ABab + ^ 6n(mi(6+i) - mi|())2/(6 + 1) 
1 = 1 

—abn(mb+i\a - Mab)2/(b + 1). (16) 

Voor Zj = (mi((,+]) — mj|(,)/(6+ l)1/2 en mz\a = kan dit geschreven worden als 

a 

ABa(b+i) = ABab + bn ^(z,- - mz\aY 
i=l 

= ABab + S^b+iy (17) 

Omdat en onafhankelijk zijn, krijgen we 

v(zi) = [n(m,(6+i)) + v(mi\b)\/(b + 1) 
= + w(m,J)/6]/(6 + 1) = v(mij)/b 

en 
ctw(Zi,Zi-) = [con(mJ-(6+1),mi-((>+1)) + con(min,mi16)]/(6 + l) 

= [cov(mij, rrii'j) + cov(mij,mi’j)/b]/(b + 1) 
= cov(mij,mi'j)/b. 

Vergelijking met (5) laat zien dat v(zi) en cov(zi, Zj<) hetzelfde zijn als t>(TO;|&) en cov(irii\b, mi'\b). 
Dus is Sa(b+i) equivalent aan (6) en daarmee Sa(b+i)/&AB ~ xZ-i, voor a\ = a\B. Omdat 
mi(i,+i) en m6+i|a onafhankelijk zijn van ABab, volgt onafhankelijkheid van ABab en 50(6+i) 
uit 

cou(—mi|i, + Afail, my - - m.j\a + Mab) 
= cov{-mi\b + Mab, my - mj\a) + ^(-"i«|6 + ^ai) 
= —v(mij - mj\a)lb + v(mij - mj\a)/b = 0, 
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wat niet afliangt van de covariantiestructuur (5). Daarom geldt dat AB^^ja2AB ~ 
xfa-i)b- Uit de onafhankelijkheid van — Maf, en het interactie-effect volgt ook de 
onafhankelijkheid van Aa en ABall. 

Door verwisseling van a en 6 en r en j in (16) en (17) krijgen we 

b 
AB^+i)!, = ABab -f an ^(z^ - m^i,)2 

j=i 
= ABai, + (f(o+l))> (18) 

voor zj = (m(0+i)j — mj\a)/(a + l)1/2 en = ^=i zj/b- Omdat de Zj onafhankelijk 
zijn en 

an v(zj) = on[ti(m((l+i)j) + v(mjia) — 2cov(m(a+1)j, mjja)]/(a + 1) 
= an[v(mij) + v(mij)/a + (a — l)coD(mij, m,i'j)/a — 2cov(mij, nii'j)]/(a + 1) 
= na2 + a2 = o2ab, 

volgt dat fi(a+i)b/&AB ~ Xb-i- Onafhankelijkheid van 5(n+i)i, en ABab volgt uit 

cov(rn(a , nijja maAi\b "h Mab, niij rn.jja 4- Mab) 
= cov(m(a+1-)j — mjfa, mij - r^ii,) - a cov(m(a+1)j - m,-|0, - mj|(,)/a 

- cov(ma+ijb - Mob, mi, - mi\b) + acou(m0+i|6 - Mab, - mi\b)/a 
= 0, 

wat wel afhangt van de covariantiestructuur (5) (zoals ook de onafhankelijkheid van Bb en 
ABab). Dus AB{a+1)bla2AB ~ en omdat ook ABa{b+l)/a2AB ~ x^_i)6 voig* daaruit 

tenslotte dat ABab/cr2AB ~ X(a-i)(i,_i)- 
De formule voor het aantal vrijheidsgraden voor ABab kan expliciet berekend worden 

door herhaalde toepassing van (17) en (18). Uit (18) geeft het toevoegen van nr rijen aan 
de 2x2 klassificatie 1 + nr = a — 1 vrijheidsgraden omdat a = nr + 2, en uit (17) geeft het 
vervolgens toevoegen van nc kolommen a — 1 + nc(a — 1) = (a — 1) (6 — 1) vrijheidsgraden 
omdat b = nc + 2. 

Omdat Aa en ABab onafhankelijk zijn en aA = aAB, kan F = [(Aa(a — 1)(6 — 
l)]/[ASai,(a — 1)] gebruikt worden voor de toets dat A geen effect heeft. 

5. Kwadratensom van de fouten 

De kwadratensom van de fouten is ~ mij)2- Zoals opgemerkt door 
Searle en Pukelsheim, kan Y^k=i(yijk — mij)2 opgevat worden als een eenwegs klassificatie 
kwadratensom met een observatie in elke klasse en daarom YTk=\(yijk ~mij)2la2 ~ Xn-i- 

Voor verschillende j zijn de observaties onafhankelijk, maar ook, voor i ^ i', cov(yijk — 
mtjly,'jk - rntj) = cov[{n - Ije.^/n, (n - Ije^t/n] = 0 en dus ^“=1 ^=1 ~ 

m,])2l°l ~ XL(n-l)- 
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6. Huynh-Feldt voorwaarden 

De chi-kwadraat eigenschappen van Aa volgden uit (8) and (9) door te gebruiken dat de 
covariantiestructuur (5) gelijkheden zoals S“=1 C(w(m<1+1|(„ mj|j)/a = tot 
gevolg heeft. Als (5) niet gebruikt wordt voor zulke vereenvoudigingen, dan laat (9) zien 
dat de chi-kwadraat verdeling van Aa!a2A nog steeds zou volgen als 

covfmqi,, ma+1jb) - cov(miib, 
i'=\ 

a a a 

- 2^ cov(milb, ma+i|i,)/a + X] ^ con(mi|i„ mi'^/a2 = 0 (19) 
i—l i=l •' = ! 

en als, door (7), (8) en nKmiii, - m2|i,)/2] = aA/2bn, 

= 6n[n(mi|(,) + v(m2ib) - 2cov(miib, m2|6)]/2 
a a 

= abn[v(ma+1ib) + S cov(milt» tni>|i,)/a2 
1=1 i#=l 

a 

-2 53 cov(ma+llb, mijb)/a]/(a + 1) (20) 
1=1 

Omdat het op voorhand niet onmogelijk lijkt dat (19) en (20) ook gelden voor andere co- 
variantiestructuren dan (5), suggereren deze gelijkheden dat (5) mogelijk niet noodzakelijk 
is voor de chi-kwadraat eigenschappen van A. Huynh en Feldt (1970) hebben inderdaad 
laten zien dat meer algemene noodzakelijke en voldoende voorwaarden bestaan waaronder 
(b~l)Aa/ABai, een F-verdeling heeft of, wat hetzelfde is, waaronder Aa/o2A en ABab/o2AB 
onafhankelijke chi-kwadraat verdelingen hebben met a2A — aAB. De niveaus van A worden 
nu aangeduid met i,j. Dan kan, met cov(mi\b,mj\b) = er^, v(mnb) = an, en 6ij = 1 als 
i = j en Sij = 0 als i j, de basisvorm van hun noodzakelijke en voldoende voorwaarden 
voor a niveaus geschreven worden als 

0ij = <Ji. + a,j — <t . + — 1/a), 

waarbij een punt betekent dat het gemiddelde is berekend over het subscript dat door de 
punt is vervangen. Een equivalente voorwaarde is = var(mi\b — mj|6) = 2A voor alle 
* j, waaruit volgt dat A gelijk is aan het verschil tussen de gemiddelde variantie en de 
gemiddelde covariantie. 

Volgens Huynh en Feldt hebben vele auteurs de indruk gewekt dat de covariantiestruc¬ 
tuur (5) niet alleen voldoende maar ook noodzakelijk is voor de chi-kwadraat eigenschap¬ 
pen van Aa voor a > 2. Afleidingen van de verdeling waren blijkbaar niet al te doorzichtig. 
In tegenstelling daarmee suggereert de hier toegepaste methode tenminste dat de voor¬ 
waarden ook geformuleerd kunnen worden zoals in (19) en (20). Bij de hier gebruikte 
methode volgen de Huynh-Feldt voorwaarden inderdaad uit (19) en (20). Dat wordt hier 
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in detail getoond voor het hoofdeffect A. De berekeningen voor het interactie-efFect zijn 
weliswaar ingewikkelder, maar voegen niet lets wezenlijk nieuws toe. Ze zullen daarom 
alleen worden geschetst. 

Het is handig om A/„ - (a + l)Ma+i/a - m0+i|6/a te gebruiken in de berekeningen. 
Daardoor wordt (20) 

2bnv[(ml\b - m2|6)/2] = abnv[(a + l)(m<1+i|(1 - Ma+i)/a\/(a + 1), 

of 
vi2 = 2(n + l)[n(ma+i|(, - Ma+l)]/a 

en (19) kan herschreven worden als 

«w(mi|f> _ Ma+\,ma+i\i, - Ma+l) = -v(ma+i\b - Ma+i)/a. 

De kwadratensom (6) hangt niet af van de nummering van de niveaus van A. Daarom 
is ook de nummering van de niveaus van (7) willekeurig en kunnen deze twee voorwaarden 
voor alle i ^ j ^ k geschreven worden als 

cr.i + Ojj - 2oij = 2(a + l)(akk + a. - 2a.k)/a, (21) 

en voor alle i ^ j als 

dij — o-j. — fjj + <t.. = (2a,j — Cjj — (22) 

Door de symmetrie van de covarianties en de willekeurige nummering van de niveaus kan 
(22) ook geschreven worden als 

CTy — (7j. — <7.j + <7. = (2(7j. — <7jj — (7 .)/a, 

- <7i. - a.* + a.. = (2.a.k-akk-a.)/a 

= (2(7*. - an - a,,)/a (23) 

voor i ^ j ^ k. Daarom is het rechterlid van (22), en dus ook het rechterlid van (21), 
hetzelfde voor, respectievelijk, alle j en k. De Huynh-Feldt voorwaarden kunnen nu 
worden afgeleid uit (21)-(23) door te gebruiken dat het rechterlid van deze vergelijkingen 
constant is. De voorwaarden kunnen echter ook afgeleid worden door alleen (21) of (22) 
te gebruiken. Hier wordt (21) gebruikt, omdat (21) als volgt kan worden verkregen uit 
(23). Door het rechterlid van de laatste twee regels van (23) aan elkaar gelijk te stellen 
en an daaruit op te lossen, 

an = 2(7;. + akk — 2a.k 

en dus ook 
(fjj — 2(7j. + akk — 2a.k. 

Hieruit volgt 
2((7j. + a.j) = an + ajj - 2akk + 4(7.*. 
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Substitutie voor 2(cri +cr,j) in de som van (22) en de eerste regel van (23) en herschikken 
van termen geeft tenslotte (21). 

De Huynh-Feldt voorwaarden zullen nu afgeleid worden uit (21). Voor a + 1 > 3 is 
het eenvoudig in te zien dat (21) vereist, dat Vij hetzelfde is voor alle i ^ j. Schrijf (21) 
als = s(k). Dan geldt ny = s(k) = s(k') en tij* = s(j) = s(k'). Definieer, om dit in het 
algemeen te laten zien, 

a+l o+l 

Enig rekenwerk laat dan zien dat (21) ook kan worden geschreven als Vy = 2v/c_ — v„. Deze 
gelijkheid moet gelden voor alle k ^ i,j en dus kunnen we ook schrijven 

Omdat 

X! u*/a(a_ ^ = 
= (a(a + 1)?;.. — avi, — ((a + l)u.. — Vi))/a(a — 1) 

= (a — l)((a + 1)«. — Vi)/a(a — 1) 

geldt ook 

en 

Vi. + Vi./(a + l) = 2 Vj/a - + 1) 

(a + 2)t>,-./(a + 1) = (a + 2) y^Dj./a(a + 1) 

Door de willekeurige nummering volgt ook v^. = v.. en daardoor uy = 2nyt, — v.. = v.. voor 
alle i j. 
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Deze gelijkheid kan bijvoorbeeld als volgt worden herleid tot de basisvorm van de 
Huynh-Feldt voorwaarden. Door de termen in v,j = v„ te herschikken krijgen we aa+ajj — 
v.. + 2oij, en omdat £“+1 + aji) = 2a 2“+i Ga leidt dit tot 

a+1 o+l a+1 

en dus tot 

2a an = a(a + + 2 try 
* > 

a+1 a+1 a+1 

= a(a + l)u.. + 2 Q-y - 2 a„ 
t j i 

y an = av„/2 + (a + l)cr... (24) 

Uit Dy = v.. en (21) volgt ook 

a+1 a+1 

aan = av„ + 2 ay — £ 'Di 

. + 2(a + Ijo-j. — an-'y ar 

en dan vanwege (24) 

(a + l)^ = 2{a +\)ai, — (a + \)a„ + av,j2, 

an = 2ay — a. + an../2(a 4-1). 

Substitutie van bet rechterlid van de laatste vergelijking in (21) geeft 

cry = 0+ + a.j — a.. - v../2(a + 1), i ^ j. 

De laatste twee vergelijkingen vormen de basisvorm van de Huynh-Feldt voorwaarden 
met, uit (20), v„ = 2A = 2a\/bn. 

De berekeningen voor bet interactie-effect gaan op soortgelijke wijze. De chi-kwadraat 
eigenschap van <5a(6+i) vraagt dezelfde voorwaarden als (19) en (20), omdat de z; in <50(6+i) 
dezelfde covariantiestructuur hebben als de mil;, in Aa. Eerder bleek al, dat Aab en 6^b+i) 
onafhankelijk zijn ongeaeht de covariantiestructuur. Tenslotte moet a\ in (20) gelijk zijn 
aan de corresponderende term in de 2x2 klassificatie. Voor de 2x2 klassificatie moet gelden 
cTq = <7^/4n. Daaruit volgt dat v\2 = 2al/n, waarbij V12 nu de (co)varianties bevat van 
de celgemiddelden. De gelijkheid a\ = al volgt dan uit ti[(mi|(, - m2|6)] = Vu/b. 

Doordat de Zj in 6(a+i)b onafhankelijk en identiek verdeeld zijn, is de gelijkheid v(zj) = 
al/an voldoende voor de chi-kwadraat verdeling van i5(n+i)6. Uitwerken van v(zj) en 
gelijkstellen van anv(zj) aan nv\2/2 geeft de gelijkheid (21), waarin de cry verwijzen 
naar (co)varianties van celgemiddelden (dat wil zeggen, het linker- en rechterlid van (21) 
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is vermenigvuldigd met b). Voor onafhankelijkheid van <S(Q+i)(> en Aab is nodig dat de 
covarianties van zj en de interactiecontrasten in (10) gelijk zijn aan nul. Deze eis leidt tot 
(22). 

Hoewel de berekeningen voor het interactie-effect langs dezelfde lijnen verlopen, ves- 
tigen ze misschien wel meer de aandacht op kenmerken van de voorwaarden voor andere 
soorten klassificaties. De covariantiestructuren van de rijen van de gekruiste tweewegs 
klassificatie zijn, op een vermenigvuldigingsfactor na, gelijk aan de covariantiestructuur 
van het hoofdeffect A. Anders gezegd, hoewel de nummering van de niveaus van de rijen 
en kolommen willekeurig is, moet deze nummering wel voor elke rij en kolom hetzelfde 
blijven als de niveaus eenmaal genummerd zijn. Voor geneste klassificaties is dat niet 
zo. Als bijvoorbeeld de gekruiste tweewegs klassificatie genest is binnen een derde factor, 
dan mogen de in (22) verschillen voor de verschillende tweewegs klassificaties. Voor 
sommige toetsingen hoeven dan alleen de A’s hetzelfde te zijn. 

Deze berekeningen laten zien, dat andere covariantiestructuren dan (5) ook kunnen 
leiden tot chi-kwadraat eigenschappen van de kwadratensommen. Ze laten niet zien dat de 
Huynh-Feldt voorwaarden noodzakelijk zijn, maar ze verlenen wel een tamelijk elementaire 
betekenis aan deze voorwaarden. 
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