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Schatten van kleine kansen door grote afwijkingen 

Ad Ridder 

Samenvatting 

In deze studie behandelen we twee eenvoudige voorbeelden die illustratief zijn voor 

kwaliteitsgarantie van communicatiesystemen, namelijk een kleine kans op vermin- 

king van verzonden berichten en een kleine kans op verlies van delen van berichten. 

Deze kansen kunnen geschat worden door bijvoorbeeld bet uitvoeren van simula- 

ties. Omdat we bier typisch spreken over kansen van de orde 10-6 en kleiner, is bet 

wenselijk variantiereductietechnieken toe te passen. Wij zullen in de voorbeelden 

laten zien hoe importance sampling de simulaties versnelt. Om een optimale nieuwe 

kansmaat te vinden worden limietresultaten nit de theorie van grote afwijkingen 

gebruikt. 

1 Inleiding 

Een typisch ongewenst gedrag van communicatiesystemen is een verminkt ontvangst van 

het verzonden bericht. Ten gevolge van ruis gedurende transmissie zullen enige ‘bits’ ver- 

keerd aankomen maar als dat er niet te veel zijn vindt correctie plaats met behulp van de 

controle informatie. Toekomstige communicatienetwerken leggen geen directe verbinding 

tussen verzender en ontvanger. Het bericht wordt gesplitst in pakketten die door een 

network van tussenliggende knooppunten naar de plaats van bestemming gaan. Bij druk 

verkeer kan opstapeling van pakketten ontstaan in die knooppunten. BufFerruimtes zijn 

daarom beschikbaar om (niet al te grote) fluctuaties in het verkeer op te vangen. Ech- 

ter bij ‘spitstijden’ is het aanbod zo groot dat de buffers vol kunnen raken en pakketten 

verloren gaan. 

Het is onmogelijk om een volledig foutenvrije ontvangst en nulverlies van berichten 

te garanderen, maar systeembeheerders streven naar een prestatie waarbij de twee bo- 

venvermelde onvolkomenheden minder vaak optreden dan een acceptatieniveau. Vaak 
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worden simulatiestudies aangewend om inzicht te verkrijgen in het gedrag van een sys- 

teem onder verschillende scenario’s. Uit deze studies worden de nodige prestatiematen 

geschat. Maar als deze maten van een zeer kleine gewenste orde zijn—zoals verlieskansen 

in een communicatienetwerk van 10-6 of kleiner—worden de simulatie runs dermate lang 

dat ze niet alleen veel tijd vergen, maar ook onbetrouwbaar worden. Dit is een klassiek 

probleem in simulatiestudies, en vele technieken zijn ontwikkeld die oplossingen aanbie- 

den. leder tekstboek over simulatie bevat minstens een hoofdstuk dat deze zogenaamde 

variantiereductietechnieken behandelt (zie bv. [3, 8, 10, 13]). 

In onze studie rapporteren we een methode die tegenwoordig veel opgang doet bij si- 

mulaties van communicatie- en wachtrijsystemen, namelijk importance sampling. Bij deze 

technieken worden de steekproeven getrokken volgens een andere onderliggende kansmaat 

doordat systeemparameters zijn veranderd. Om binnen een klasse van mogelijke kansma- 

ten een ‘optimale’ te vinden wordt voorgesteld om de theorie van grote afwijkingen toe 

te passen. We zullen aan de hand van twee voorbeelden laten zien hoe dit kan worden 

aangepakt. 

2 Achtergronden 

Laat (0,^,1?) een kansruimte zijn en A een een zeldzame gebeurtenis. Dat betekent 

A€lT en a = IP(A) is klein. 

We willen een schatting van a krijgen door Monte Carlo simulaties. Daartoe doen we m 

onafhankelijke observaties (of: m onafhankelijke trekkingen) Wi,u>2,..., wm uit fi volgens 

kans IP en schatten a met de relatieve frequentie van goede uPs: 

1 m 
dp = — ^ l{uk e A}. 

m k=\ 

De gebruikte schatter bij dit experiment is zuiver en heeft een variantie die geschat kan 

worden door 

De prestatie van de schatting wordt weergegeven door twee getallen, betrouwbaarheid 7 

en efficiency t. Laat t, > 0 de (1 + 7)/2 quantiel zijn van standaard normale verdeling, 

$(t7) = 1 - (7/2). Formeler zouden we hier de Student’s t verdeling moeten gebruiken 

maar omdat we met grote steekproeven zullen werken, is er geen groot verschil met de 

normale verdeling. Een 7-betrouwbaarheidsinterval is dus 

(dip f-yOpjOp “f* t^CTp'j. 
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Dan wordt de efficiency van de schatting gedefinieerd als de ratio e = Bij een 

vereist (7, c) paar kunnen we dus de steekproefgrootte m bepalen uit 

— 2 j2 ^ ^-P m > f. ‘ti —-— 

Bijvoorbeeld bij 7 = 0.95, e = 0.1 en dp a << 1 

(1) 

1 — a 1 
m ss 400- « 400 —. 

a a 

Bij kansen van de orde 10-6 (en kleiner) kunnen dus problemen ontstaan om binnen 

beheersbare tijd de simulaties uit te voeren. Bovendien is het mogelijk dat de cyclelengte 

van de gebruikte random generator wordt overschreden. 

Zoals al gezegd in de introductie is importance sampling een techniek om variantiereduc- 

tie te verkrijgen. Bij deze techniek worden de simulaties uitgevoerd onder een andere 

kansmaat Q op Als we eisen dat de oorspronkelijke maat P absoluut continu is 

ten opzichte van de nieuwe kans Q, bestaat er een Radon-Nikodym afgeleide of likelihood 

die we met L aangeven: 
A dP 
" dQ ' (2) 

Merk op dat we dan a kunnen herschrijven in a = $A dP = JALdQ. Hierin zien we dat 

de absoluut continuiteitseis afgezwakt kan worden tot de eis dat een afgeleide L = dP/dQ 

moet bestaan op de gebeurtenis A. 

Laat nu 0)1,022,... ,o;m een steekproef uit Cl zijn gegenereerd door uit Q te trekken. We 

berekenen Ck = L(u>k), k = l,... ,m, en schatten a door 

1 m 
= — 5341{o>* e A}. 

m k=\ 

De gebruikte schatter is weer zuiver. Echter, nu wordt de variantie geschat door 

Veronderstel dat we op deze wijze een variantiereductie willen bereiken in de simulaties. 

Uit de expressies van de varianties van van de gebruikte schatters volgt dan noodzakelijk 

[ L2dQ< f d\P = a. 
Ja Ja 

De ongelijkheid van Jensen geeft ons een ondergrens voor het linkerlid: 

JAL2dQ > (JALdQ)2=a> (3) 
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Een optimale verandering van kansmaat zou daarom een Q zijn die een gelijkheid geeft, 

dus L = a op A, ofwel Q(A) = 1. De schatter bij deze kansmaat heeft variantie 

mil maar kan niet geimplementeerd worden want dan is kennis van de te schatten on- 

bekende parameter nodig. Bovendien blijven eigenschappen die onder IP gelden—zoals 

Markoveigenschap—niet behouden onder deze Q. Dus ook nit praktische overwegingen 

komt Q niet in aanmerking (zie [5]). In de volgende secties zullen we een methodologie 

bestuderen om een optimale nieuwe kansmaat te vinden die tot een zekere klasse behoort. 

Om een indicatie te geven van de simulatieversnellingen, nemen we aan dat de dicht- 

heid L (bijna) constant is, L(u) sa op de zeldzame gebeurtenis A voor zekere t > a. 

Dan wordt de steekproefomvang bij een vereist (7, e) paar, 

m > t 2t 2 
1 (4) 

Veronderstel verder een vereist (7, e) paar, en bovendien geschatte waardes dp « a en 

Oq pa a, en a << 1. Kies de steekproefgroottes mp en mq volgens de rechterleden van 

(1) en (4). Dan wordt de reductiefactor 

mg £ — a „ 
—- m-sa t — a. 
mp 1 — a 

In de voorbeelden zullen we zien dat als £ proportioned is met a, de reductie enorm kan 

zijn. 

3 Grote afwijkingen 

We veronderstellen vanaf nu dat de zeldzame gebeurtenis A nog afhangt van een parameter 

n G IN, bijvoorbeeld A is de gebeurtenis dat er meer dan n klanten in een wachtrijsysteem 

aanwezig zijn. We schrijven dan An en 

= IP (An) 

Ook nemen we aan dat an bet volgende limietgedrag vertoont: 

limsup —log an <-/(•), (5) 
n—t-oo 72 

waarbij de functie / gedefinieerd is op een metrische ruimte X zodat 

(i) I{x) (z [0,00] (voor aile z), 

(ii) I is convex, 

(m) I is onder semi-continu, 

(in) {x € Ai : I(x) < a} is compact (voor alle a). 
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Dergelijke limieten zijn ontwikkeld in de theorie van grote afwijkingen (large deviations). 

We verwijzen voor een uitgebreide behandeling van dat onderwerp naar Dembo en Zeitouni 

[7] en Bucklew [4]. 

De functie I geeft de exponentiele snelheid waarmee on naar nul convergeert. Het 

argument van I in (5) is probleemafhankelijk en zal in de voorbeelden verder gespecificeerd 

worden. In veel gevailen bestaat naast (5) ook een overeenkomstige ondergrens voor de 

liminf en onder zekere regulariteitsvoorwaarden zijn onder- en bovengrens gelijk zodat (5) 

vervangen kan worden door een limiet met gelijkheid. 

Zoals we in (3) in de vorige sectie zagen, is bij een verandering (2) van kansmaat het 

tweede moment 

vn(Q) — / L2dQ 
J An 

van belang om variantiereductie bij simulaties te ontwikkelen. We veronderstellen nu dat 

we kansmaten Q kunnen vinden zodat de bijbehorende u„(Q) eveneens een limietgedrag 

als (5) tonen. Dus 

lim sup — logu„(Q) < -Iq(-), 
n—*oo TL 

voor een zekere functie Iq. Merk op dat (3) leidt tot 

liminf— logu„(Q) > —2/(-). 
n—oo n 

We zeggen daarom dat een kansmaat Q asymptotisch efficient is als 

zie [2, 5, 11, 14], 

lim 
71—KX) 

log »n(Q) 

log On 
= 2, (6) 

4 Voorbeeld 1 

Beschouw een communicatiekanaal om 0 en 1 symbolen (bits) te versturen. De verzender 

stuurt een woord van n bits door het kanaal maar ten gevolge van ruis hoeft het andere 

eind van het kanaal niet hetzelfde woord te onvangen. We veronderstellen dat het foutief 

ontvangen van een bit alleen afhangt of het voorafgaande bit al dan niet correct was 

verstuurd. Laat de stochastische variabele X{ aangeven of het i-de bit correct (Xt — 0) 

of foutief (Xi = 1) ontvangen is. Dan is Xi, X2, ■ ■ ■, Xn een Markovketen op {0,1} met 

matrix P = (p,j) van overgangskansen die we noteren als 

P = 
l-p p\ 

l-q q ) 

We nemen aan dat de eerste rij van de matrix de beginverdeling a van de keten is: 

a0 = IPfA"! = 0) = 1 - p, ai = Pt*! = 1) = p. 
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De stationaire verdeling is eenvoudig gevonden: 

1 ~ g _ P 
~ l + p — q' 1+P — 9 

Het aantal fouten in het ontvangen woord na verzending is S„ = Xi + X? + ■ ■ ■ + Xn 

waarvan we verlangen dat het ‘klein’ is ten opzichte van de lengte n van het woord. Merk 

op dat als n naar oneindig gaat, Ep5n/n —> 7ru dus voor grote n verwachten we mvi 

fouten. Laat S £ (tti,!) en definieer de ‘zeldzame’ gebeurtenis 

Het blijkt nu dat het limietgedrag (5) voor Markovketens op een eindige toestandsruimte 

bewezen kan worden en dat bovendien de functie 1 bepaald kan worden (zie bijvoorbeeld 

hoofdstuk V in [4]). In feite is dit een toepassing van de stelling van Gartner-Ellis (p.15 

in [4], p.45 in [7]). Die zegt het volgende. Laat 

^(0) = lim — log Eexp(05„), 0 £ 1R 
n—*oo n 

de asymptotische cumulantgenererende functie zijn van de rij'partieelsommen (S„) en 

I(x) = sup [6x — V’(^)]. i 6 IR 
e 

(7) 

de Legendre-Fenchel getransformeerde van il>. Dan geldt onder een aantal voorwaarden 

(bv. bovenstaande limiet moet bestaan, if) moet differentieerbaar zijn binnen zijn domein) 

lim - log TP(Sn/n > 8) = -1(8), (8 > ni). 
n-*oo n 

Met behulp van eigenschappen van nietnegatieve matrices kan de functie 0 bepaald wor¬ 

den als 0(0) = logp(0) waarin p(0) de grootste eigenwaarde is van de matrix 

T(0) = 
1 — p pes \ 

1-9 9ee J 
We noteren 0* voor een argument waarvoor het supremum in (7) bereikt wordt wanneer 

x = 8. Hiervoor zijn geen analytische uitdrukkingen beschikbaar, maar zal in het al- 

gemeen numeriek bepaald worden. We merken nog op dat aangetoond kan worden met 

eigenschappen van de functie I dat 0* positief en uniek is. 

We veronderstellen dat de kansruimte (fl, Jr, E) de coordinatenruimte is van de keten, 

dus f2 = {0,1}" en de stochastische variabelen Xt zijn de projectiefuncties. Daarom is, 

als u; = (ii,i2, € fi, 
n—1 

E(w) = aii H Pu ,>*+,• 
k=l 
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Hierdoor wordt an eenvoudig uitgedrukt en kan exact berekend worden. Tevens zullen 

we Monte Carlo simulaties uitvoeren en daarmee de gevraagde kans te schatten. Zoals 

uitgelegd in sectie 2 kunnen we door de kansmaat op een slimme manier te veranderen 

variantiereductie tot stand brengen. Daartoe beschouwen we een klasse van kansmaten 

op 0 zodat de rij ... ,Xn een Markovketen blijft. Elk lid Q van deze klasse 

wordt eenduidig gekarakteriseerd door een beginverdeling b (op 0) en een matrix Q van 

overgangskansen: 

b = (&0, f>i) en Q = [ q0° q°l ) . 
\ 9io <?n / 

Met andere woorden 

QM = K II ■ 
k=l 

We widen een kansmaat Q* in deze klasse vinden die asymptotisch efficient is (vergelijking 

(6)). We refereren naar hoofdstuk VIII van [4] voor het uiteindelijke resultaat: 

Q* = 
i 

/>(**) 

1 — p pee" 

waarbij (x0, Xi) een positieve eigenvector van T(6*) bij eigenwaarde p(9*) . Immers, dan 

is de waarschijnlijkheid (na enig rekenwerk) 

£(w) = iPH 
Q*H 

exp fn 

Omdat voor u £ A geldt dat Y^k=\ ik > nb en omdat O' positief is, kan L2 naar boven 

afgeschat worden, en hierdoor ook n„(Q*): 

lira sup — log n„(Q*) < -2(6'6 - logp(0*)) = —21(8). 
n—♦■CO Tl 

Met andere woorden, de nieuwe kansmaat Q* is asymptotisch efficient. Onder Q* is 

i ^2, • • •, Xn weer een Markovketen met Q* als matrix van overgangskansen, en 

EQ‘S„/n —> 8, als n —> oo. Hieruit concluderen we dat in de nieuwe simulaties steeds 

gemiddeld nS fouten in de getrokken uds zitten. 

De methode van snelle simulatie laat nu toe allerlei scenario’s door te rekenen om een 

ontwerp te ontwikkelen met een verlangde maximale fouttolerantie 8. In tabel 1 staan de 

geschatte overschrijdingskansen bij 20% (6 = 0.2) voor het model met p = 0.05,? = 0.1. 

In dat geval is het gemiddeld aantal fouten in een woord van lengte n ruim 5 procent 

(tti = 0.0526). De asymptotische vervalparameter /(0.2) = 0.113 bij 9' = 1.26 geeft 

0.8267 0.1733 

0.6932 0.3068 
, 7T ( = 0.2. 
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Tabel 1: Overschrijdingskansen, benodigde aantal woor- 

den en CPU seconden van directe en versnelde simulaties 

van voorbeeld 1. 

De simulaties zijn uitgevoerd met een vereiste (7 = 0.95, e = 0.1) paar. De bijbehorende 

aantallen woorden die gesimuleerd zijn met de benodigde CPU tijden (op een NeXT 

workstation), zijn eveneens vermeld. Ter vergelijking zijn de exacte overschrijdingskansen 

tevens numeriek berekend. 

We onderscheiden duidelijk de exponentiele toenames in aantal gesimuleerde woor¬ 

den en in executietijd van de directe simulaties en de lineaire toenames in geval van de 

importance sampling simulatie. 

5 Voorbeeld 2 

Het tweede voorbeeld behandelt een discreet wachtrijmodel. Beschouw een servicefaciliteit 

met een wachtruimte van omvang n en een bediende. Aankomsten worden gegeneerd door 

de discrete-tijd Markovketen (Mt)^l0 op {0,1} met matrix van overgangskansen 

Met de <-de periode bedoelen we de tijdspanne tussen t en t + l. Als de keten aan het begin 

van de (-de periode zich in toestand 1 bevindt, zal er in die periode een klant aankomen 

bij de servicefaciliteit. In toestand 0 wordt geen klant gegenereerd. Als er aan het begin 

van de f-de periode een klant of klanten aanwezig zijn bij de servicefaciliteit, wordt de 

bediening van de voorste (eerst aangekomen) aan het eind van die periode beeindigd met 

kans p en verlaat die klant het systeem aan het eind van de periode. Met kans 1 — p zal de 
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voorste klant dus blijven en wordt opnieuw ’geholpen’ in de volgende periode. Een klant 

die in de t-de periode aankomt, kan pas vanaf periode t + 1 geholpen worden. Tenslotte, 

als een klant aankomt bij een vol systeem (n klanten aanwezig), gaat hij verloren. In 

dit model zijn we gei'nteresseerd in de fractie van het aantal klanten dat verloren gaat, 

aangegeven met an. 

Als Xt het aantal aanwezige klanten aangeeft aan het begin van de t-de periode, dan 

is het simultane proces (Mt, Xt)^l0 regeneratief met regeneratietijdstippen de momenten 

waarop (Mt,Xt) = (1,0). Het is eenvoudig in te zien dat de verlieskans an evenredig 

is met de fractie van regeneratiecycli waarin een verlies optreedt. Geef deze fractie (of 

overschrijdingskans) aan met <j>n. Formeel kunnen we dan de ruimte (fl, J7, P) van alle 

regeneratiecycli invoeren: iedere uj representeert een realisering van een rij (Xt, M()’s 

tussen twee regeneratietijdstippen. De zeldzame gebeurtenis An is de deelverzameling 

van cycli waarin niveau n bereikt wordt. 

Schattingen van de verlies- en overschrijdingskansen an en (/>n kunnen verkregen worden 

uit regeneratieve simulaties. Onder aanname dat er gemiddeld per periode minder klanten 

aankomen dan vertrekken, p/(p + q) < p, nemen deze kansen exponentieel af (in n) met 

de gebruikelijke lange simulatieruns als gevolg. We zullen een afleiding hiervan geven. 

Beschouw de terugkeertijdstippen ffo = 0, ffi, ff2, • • ■ naar toestand 1 door de keten (Mt) 

en definieer aangroeiingen 

Rt-1 

6= E k = 1,2,.... 

Hierin is een rij van onafhankelijke Bernoulli^) stochastische variabelen (en 

onafhankelijk van de Markovketen). Het is duidelijk dat & de werkelijke aangroeiing 

beschrijft van het aantal klanten in het systeem tussen twee terugkeertijdstippen als in die 

periode het systeem niet leeg raakt of vol loopt. Deze aangroeiingen zijn onafhankelijk en 

gelijkverdeeld, met andere woorden de rij partieel sommen (Stj^Lo van (£*:)>'s een random 

walk. Bestuderen we het systeem vanaf de start (op tijdstip 0) van een regeneratiecyclus 

totdat een van de fysieke grenzen 0 of n bereikt wordt, dan vormt de random walk (met 

So = 0) een inbedding van het proces (Xt) op speciale tijdstippen. Tenslotte is eenvoudig 

in te zien dat als het systeem vol loopt, zeg op tijdstip T, het tijdstip vlak daarvoor een 

terugkeertijdstip is met Xt-\ = n — 1 en Bt-i = 0. 

We mogen dus concluderen dat als het aantal klanten in een regeneratiecyclus hoge 

niveaus bereikt, ook de random walk deze niveaus bereikt. Zetten we 5b = 1 en definieren 

we de stoptijd 

T = inffl; > 0 : 5t < 0 of 5t > n}, 

lim — logii„ = lim — logP(5r > n). 
n—*oo n ° n—*co fl ' ~ 

dan moet gelden 
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Om deze laatste te bepalen redeneren we als volgt. Laat (p(^))xg2 kansdichtheid zijn 

van de aangroeiing De 0-verdraaide dichtheid wordt gedefinieerd door 

Mx) = M(0) = Eexp(^), e e K, 

en kan beschouwd worden als de kansdichtheid van de aangroeiingen onder een kansmaat 

IP# in plaats van de oorspronkelijke IP. Dan is 
OO 00 

]P(St >n) = j3El{r =<,5'1 > n} = Y^^LMT = t,St> n], 
(=1 1=1 

aarin Lt de waarschijnlijkheid (of likelihood) van de eerste t waarnemingen is, dus 

It = L,(6, • ■ ■, 6) = = Mt(e) exP(-0 E = M<(0) exP(-0(5« - i))- 
Pe(£i)■ ■ ■ Po(Qt) k=i 

(8) 

Hierdoor wordt voor positieve 0 

IP(5r > n) = f2W,eMt(0)exp(-0{S, - l))l{r = t,St>n}< e~6ne\ 
(=i 

ofwel 

lim — logP(5x > n) < —0. n-»oo n 
Dit geldt voor elke positieve 0. Met behulp van Slow Markov Walk technieken (zie bv. 

[6] of hoofdstuk IV in [4]) kan 00k de ondergrens bewezen voor een unieke positieve 0*, 

namelijk die waarvoor M[0) = 1. Nogmaals gebruikmakend van expressie (8) van de 

likelihood kan eenvoudig bewezen worden dat de gevonden kansmaat PJ aymptotisch 

efficient is. 

Onder deze verdraaide kansmaat is bet proces (M,) weer een Markovketen, zeg met over 

gangsmatrix 

Q* = 

en worden de vertrekken gegenereerd door een Bernoulli^*) variabele. Het vinden van 

deze nieuwe parameters gebeurt aan de hand van de observatie dat voor de kansdichtheden 

van de aangroeiingen moet gelden 

ps-(O) p(Q) 
M{0') 

= p(o). (9) 

Beschouw daarom ‘minimale’ cycli van toestanden van de Markovketen (M,. Xt) die £ — 0 

(t) (l,x)(l,x), 

(ii) (0, x) —» (0, x), 

(m) (0,x)-» (l,x - 1)-+(0,x), 

(iv) (0,x)-(l,x-l)-+(l,x)^(0,x). 

leveren: 
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Volgens (9) zijn de nieuwe overgangskansen langs deze cycli gelijk aan de oorspronkelijke, 

d.w.z.: 

(0 = /<(!-g), 
(n) (1-/i*)(l-p*) = (1-^)(1-p), 

(m) /i*p*(l-//)?* = pp(l-p)g, 

(w) p*p*(l - P*)(l - 9*)pV = pp(l - p)(l - g)pg. 

Hieruit lessen we de nieuwe parameters op. We merken op dat als 9 = 1 -p de aankomsten 

per periode onafhankelijk Bernoulli(p) verdeeld zijn. Dan wordt de optimale verdraaiing 

verkregen door aankomst- en bedieningsparameters te verwisselen, i.e. p* = p,p* = p (en 

Q ~ 1 ~~ p’)■ Dit komt overeen met het verwisselen van ’A’ en ’p’ voor een optimale 

verdraaide kansmaat in een M/M/l systeem (zie [12]). 

In de versnelde simulaties worden regeneratiecycli gesimuleerd door een hybride toepassing 

van zowel de nieuwe als de oorspronkelijke kansparameters. Zolang een cyclus nog niet tot 

een verlies heeft geleid, wordt het proces (Mt,Xt) statistisch gerealiseerd door de nieuwe 

kansmaat IFV. Omdat de drift p*/(p* + q*) — p* dan positief is, zal het proces (Xt) de 

neiging vertonen snel naar niveau n weg te lopen. Vanaf het moment dat het aantal 

klanten in de cyclus niveau n heeft bereikt, wordt de simulatie weer uitgevoerd onder de 

oorspronkelijke parameters, totdat de cyclus eindigt. Dit wordt gedaan omdat anders de 

staart van de cyclus, dat is het deel vanaf niveau n tot het begin van de volgende cyclus, 

lang kan zijn. Immers, onder kansmaat Q* is het bereiken van een leeg systeem vanuit een 

hoog niveau n een zeldzame gebeurtenis. Voor schattingen van de verliesfractie maken 

we gebruik van de regeneratieve simulatiemethode en dus hebben we de volledige cycli 

nodig. 

De experimenten zijn uitgevoerd met een model met p = 0.6,9 = 0.3 en p = 0.8. Dit 

geeft een systeembelasting van 0.8333. De asymptotische vervalparameter is 0* = 0.6325 

waaruit p* = 0.75, <7* = 0.1765, p* = 0.68 volgen die een belasting 1.1905 geven onder 

de nieuwe kansmaat. De simulatieresultaten (met vereist (7 = 0.95, e = 0.1) paar) zijn 

weergegeven in tabel 2. De exacte verlieskansen zijn berekend door de stationaire verdeling 

van (Mt,Xt) numeriek te bepalen. 

Uit deze tabel blijkt dat de directe simulatieresultaten onbetrouwbaar worden voor 

grote waarden van de bufferomvang. De versnelde simulaties geven echter steeds een 

goede schatting van de verlieskansen. We merken 00k op dat het aantal benodigde cycli 

in de versnelde simulaties ongeveer gelijk blijft. Dat kan verklaard worden door uit (8) te 

beredeneren dat L van de orde a is en dit te substitueren in vergelijking (4). 
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Tabel 2: Verlieskansen, benodigde aantal cycli en CPU seconden 

van directe en versnelde simulaties, en exacte verlieskansen van 

voorbeeld 2. 

6 Conclusies 

We hebben laten zien hoe importance sampling toegepast kan worden bij simulatiestudies 

voor scenarioanalyse als de mogelijke negatieve efFecten uitgedrukt worden in (kleine) 

kansen op zeldzame gebeurtenissen. De systeemparameters waarmee gesimuleerd wordt, 

ondergaan een verandering zodat zeldzame gebeurtenissen vaker zullen optreden. Een 

optimale verandering wordt gevonden door numerieke toepassingen van asymptotische 

limietstellingen uit de theorie van grote afwijkingen. 

De twee voorbeelden illustreren niet alleen deze methode, maar ook de ‘typische’ ver- 

schillende toepassingen. In het eerste voorbeeld ligt de lengte van een run vast en kan 

na afloop bepaald worden of er sprake is van een zeldzame gebeurtenis of niet. In de 

importance sampling variant wordt de volledige run uitgevoerd met de nieuwe systeem¬ 

parameters. 

Het tweede voorbeeld is een toepassing van regeneratieve simulatie. De lengte van een 

run is dynamisch en hangt af van de toestanden van het systeem tijdens de run. Het einde 

van de run wordt gekenmerkt door het optreden van een ‘frequente’ gebeurtenis, namelijk 

omdat het systeem toestand 0 bereikt. Van de runlengte kan slechts gezegd worden dat 

die bijna zeker (met kans 1) eindig is. Toestand n is de ‘zeldzame’ gebeurtenis. In 

de importance sampling variant worden zeldzaam en frequent verwisseld. Een optimale 

simulatie wordt daarom bereikt door de importance sampling slechts toe te passen tot het 

bereiken van de (verwisselde) frequente gebeurtenis. 

Omdat we in het eerste voorbeeld slechts gei'nteresseerd zijn of het aantal fouten 

tijdens een run al dan niet een drempelwaarde overschrijdt, kunnen we de simulaties nog 

versnellen door iedere run te stoppen zodra een overschrijding plaatsvindt. Dat doen 
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we zowel voor de directe als de importance sampling simulaties. In dat geval zouden 

we ook kunnen spreken van een dynamische runlengte, met dien verstande dat er een 

deterministische bovengrens voor geldt. 

Dankwoord 

De auteur bedankt een anonieme referent voor commentaar en suggesties ter verbetering 

van een vorige versie. 
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