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IDENTIFIKATIE IN LISREL 

E.S. TAN 

SAMENVATTINS 

Het interpreteren van LlSREL-modellen dient te gebeuren nadat volledig 

inzicht is verschaft omtrent de identificeerbaarheid van deze model- 

len. Een procedure is voorgesteld die de gebruiker/ster in staat stelt 

een gespecificeerd model te identificeren. Deze procedure gaat uit van 

een model dat reeds door de gebruiker/ster gesplitst is in een struc- 

tureel- en een meetgedeelte. De identifikatiestatus van elk gedeelte 

apart wordt vastgesteld. De verschillende kondities die de gebruiker/- 

ster dient te controleren, geeft hem/haar een beter inzicht in de 

mogelijkheden een LISREL-model te identificeren. 
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Inleiding 

Voordat een gegeven LISREL model aangepast wordt aan beschikbare 

data, is het noodzakelijk de identificeerbaarheid van het gespecifi- 

ceerd model te onderzoeken. Daar het LISREL-VI programma, speciaal 

hiervoor ontwikkeld door K.G. JOreskog en D. Sflrboin (10), in staat is 

paraneters te schatten van modellen die niet geidentificeerd zijn, 

dient het interpreteren van resultaten slechts te gebeuren nadat een 

volledig inzicht is verschaft over de identificeerbaarheid van het 

model of van een deelcollectie wan de parameters.(zie hiervoor J8res- 

kog (9)). 

Dit artikel is bedoeld voor de reguliere LISREL-gebruiker, die in de 

schattings- en interpretatie fase zeker wil zijn dat het door hem 

gespecificeerd model ook geidentificeerd is. De hier aangeboden kondi- 

ties geven de gebruiker in veel gevallen inzicht in de extra benodigde 

informatie die voldoende is een (niet geidentificeerd) model te iden- 

tificeren; informatie welke in veel gevallen niet noodzakelijk is, 

maar relatief eenvoudig in het model in te bouwen is. Bijvoorbeeld 

door toevoeging van extra exogenen en/of endogenen, of door plausibele 

veronderstellingen te doen csntrent de relatie tussen enkele variabelen 

en/of storingstermen. Op praktische gronden zijn uit veelal bestaande 

literatuur enkele relatief eenvoudig te hanteren kondities gegeven die 

voldoende zijn voor identificatie van speciale, in de praktijk vaak 

voorkomende, klassen van modellen. Het is niet de bedoeling een volle¬ 

dig beeld te geven van wat er in de literatuur op dit gebied reeds 

bekend is. Het artikel biedt de gebruiker wel een instrument aan dat 

hem in bepaalde gevallen de identificatie status oplevert, en in 

andere gevallen inzicht verschaft in de mogelijkheden het model te 

identificeren. 

LISREL SPECIFIKATIE. 

LISREL is het meest algemene model geschikt als beschrijving van 

relaties in een gegeven causaal systeem. 

Het LISREL model is gesplitst in twee gedeelten. 

1. Het structureel gedeelte. 
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Hier worden de gegeven causale relaties tussen de theoretische 

variabelen gespecificeerd. 

2. Het meetraodel gedeelte. 

Hier worden de relaties tussen de theoretische en de waargenceien 

variabelen gespecificeerd. 

ad 1. Het structureel gedeelte 

n - Bn + rZ + £. 

h een p x 1 vector van endogene variabelen. 

B een p x p natrix van structurele parameters, 

r een p x q matrix van structurele parameters. 

! een q x 1 vector van exogene variabelen. 

Z. een p x 1 vector van storingstermen. 

El - 5, E^-0, E h « 5 

ad 2. Het meetraodel gedeelte. 

X - + I 

? - yyi + e 

X een m x 1 en Y een n x 1 vector van waargencnen varia¬ 

belen. 

en Ay een a x q resp. n x p matrices van coefficienten. 

S en e een m x 1 resp. n x 1 vector van meetfouten. 

E? - C, - 0, Ee « 0. 

In LISREL zijn X en Y beschouwd als een realisatie uit een (mt-n)- 

variate,parametrische verdeling met covariantie matrix I. we ne- 

men aan dat Z, h. en e normaal verdeeld zijn met verwachtings- 

waarde nul.zodat X en Y normaal verdeeld zijn en uitgedrukt als 

deviaties van hun verwachtingswaarde. 

LISREL veronderstelt: 
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1. Z ongecorreleerd aan Z. 

2. i ongecorreleerd aan T\. 

3. S ongecorreleerd aan Z. 

4. Z< 5 en ? zijn onderling ongecorreleerd. 
5. B heeft nullen op de diagonaal en is niet singulier. 

(1) - (4) zijn gebruikelijke aannames. De nullen op de diagonaal 

van B zijn nonaalisaties. 

Er zijn twee situaties denkbaar, die leiden tot een singuliere 

matrix B. 

De eerste, minst interessante, situatie doet zich voor wanneer 

het gespecificeerd model niet logisch consistent is, dat wil zeg- 

gen dat de structurele vergelijkingen strijdig zijn. Dit probleem 

kan eenvoudig opgelost worden door de vergelijkingen te controle- 

ren op strijdigheid. 

De tweede mogelijke oorzaak van een singuliere B is een overbodi- 

ge vergelijking. In dit geval is er minstens 1 vergelijking te 

schrijven als een lineaire combinatie van de overige vergelijkin- 

gen. In de praktijk kcxat dit neer op het herfonnuleren van de 

causale processen die aan de modelspecifikatie ten grondslag 

liggen. 

DEFINITIE IDENTIFIKATIE. 

We veronderstellen dat de simultane verdeling van X en Y volledig 

bepaald is door de parameters van het gespecificeerd model, zeg 

S. 

Een definitie die geschikt is voor toepassingen met behulp van 

LISREL—VI achtige programma's, maakt gebruik van de (populatie) 

covariantie-matrix I. 

I is als funktie van § op unieke wijze bepaald. Het gespecifi¬ 

ceerd model heet nu geidentificeerd indien geen tweetal 9^ en 

9^ / e2 dezelfde I genereren. 

LISREL veronderstelt dat (X, Y) multivariaat normaal verdeeld is. 

Deze verdeling is op een lokatie na volledig gekarakteriseerd 

wordt door I. 
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Voordat de parameters van een gegeven LISEEL model geschat worden 

(met behulp van beschikbare schattingsprocedures), moet de iden- 

tificeerbaarheid van het model reeds onderzocht zijn. 

Interpretatie van niet geidentificeerde modellen dient met de 

nodige voorzichtigheid te gebeuren, daar enkele van de parameters 

niet op unieke wijze vastliggen. (JOreskog (9)). 

Identifikatie van een LISREL-model betekent in feite identifika- 

tie van alle parameters van dat model. Enkele parameters van een 

niet geidentificeerd model kunnen echter wel uniek bepaald zijn. 

Als de interesse uitgaat naar een specifieke deelcollectie van de 

parameters, bijvoorbeeld een deelcollectie bestaande uit de ele- 

menten van B en/of F, dan is het niet nodig het volledig model 

geidentificeerd te krijgen. Programma's zoals LISREE-VI kunnen 

niet aangeven welke parameters niet geidentificeerd zijn of welke 

stappen ondemomen moeten worden oo een model geidentificeerd te 

maken. Inzicht over de identificeerbaarheid van een gegeven LIS- 

REL-model en in het bijzonder de identifikatie van de parameters 

van zo’n model, is daarom onontbeerlijk. 

Identifikatie hangt af van de keuze van een model. Cm het identi- 

fikatie-probleem te onderzoeken van een gegeven model moeten de 

covarianties als functies van de model-parameters opgelost wor¬ 

den. Deze vergelijkingen worden covariantie-vergelijkingen ge— 

noemd. De informatie die nodig is cm het stelsel vergelijkingen 

op te lossen, wordt gehaald uit de covariantie matrix I. De cova- 

riantie - vergelijkingen zijn in het algemeen niet - lineaire 

functies van de model-parameters, zodat oplossingen in de meeste 

gevallen (voorzover deze bestaan) moeilijk te bepalen zijn 

(JOreskog (10)). 

Een eenvoudig voorbeeld laat zien op welke manier ongedetermi- 

neerdheid optreedt in de parameters. 

Beschouw het volgende model 

yl " Y11 X1 + Cl 

y2 - y21 X1 + y22 x2 + 021 yl + 4 

T12- covariantie en Cj 

voorbeeld 1 
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In dit voorbeeld blijkt het niet nogelijk te zijn f>2\ van Ti2 te 

scheiden. Deze ongedetermineerdheid kan belangrijke consequenties 

hebben voor de interpretatie. Additionele infonnatie is nodig om 

te identificeren. 

In het nu volgende is het identificatie probleem vertaald in 

ternen van oplosbaarheid van een stelsel vergelijkingen. Het 

volledig LISREL-aodel wotdt gesplitst in een structured- en een 

oeetgedeelte. Een nodig en voldoende konditie wordt gegeven voor 

structurele modellen zOTxJer restricties met t>etrekking tot de 

relaties tussen de storingstermen (T). 

Een uitbreiding van deze kondities maakt wel gebruik van restric¬ 

ties met betrekking tot T. Een voldoende voorwaarde voor de iden¬ 

tificatie van meetmodellen is afkomstig van Howe (7). Deze kondi¬ 

tie is met name van toepassing voor modellen met ongecorreleerde 

errors (uniciteiten) die aan bepaalde voorwaarden voldoen. 

Tot slot is een voldoende konditie gegeven voor meetmodellen met 

gecorreleerde errors. Deze meetmodellen worden door LISREL-ge- 

bruikers in longitudinals studies veel toegepast. Het schema aan 

het eind vormt een samenvatting van de verschillende kondities 

die hier gepresenteerd zijn. De gebruiker zou volgens dit schema 

de identificatie status van zijn model kunnen vaststellen. Het is 

echter niet de bedoeling hierdoor de lezer een waterdichte pro¬ 

cedure aan te bieden. Het door het schema aangeven stap 2 vergt 

soms de nodige vindingrijkheid van de gebruiker het model ade- 

kwaat te splitsen in een structureel en een meetgedeelte. Boven- 

dien zijn er genoeg voorbeelden van geidentificeerde modellen die 

niet voldoen aan de kondities die hier gegeven zijn. In die situ- 

aties is het raadzaam am per model de identificatie status vast 

te stellen door de covariantie-vergelijkingen op te lessen, het 

schema eindigt overigens in dat geval met het teken "S". 

1. OPLOSBAARHEID VAN STELSEL COVARIANTIE - VERGELI JKINGEN. 

Bij een gegeven LISREL model,bijvoorbeeld het model in voor¬ 

beeld 1 (hiema model 1 genoemd),is een eenvoudige eerste contro¬ 

le op identifikatie de oplosbaarheid van het stelsel van covari- 

antie - vergelijkingen van de vorm l (0) - I. e is dus geidenti- 
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ficeerd alleen als dit stelsel uniek oplosbaar is voor iedere I. 

Voor de volledigheid geven we hier het covariantievergelijkingen 

stelsel. 

Herschrijft eerst het LISREL model als volgt: 

An - (I-B)n - fl + Z 
X - AXZ + S 

Y “ Ayh + e 

met de gebmikelijke aanvullende restricties. 

De elementen van A, I", Y, 8^, 9^, Ay en vormen de conpo- 

nenten van §. 

Hierbij zijn 

♦ - E ?*■), T » E T}'), 8e - E (5 Sfc) 
en 0^ - E (3 t1) 

Het covariantie-vergelijkingen stelsel ziet er als volgt uit: 

met 

ryy “ V'lr*rV1V + £uu 

ruu - V_1,A"ltAyt + 9e 

A *A 
x x + 8, 

I 
yx V‘ltr*Ax 

t 

I 
xy 

z 
yx 

We bepecken ons tot covariantie-vergelijkingen met Z niet sin- 

gulier. 

Uit de oplosbaarheids criterium is direkt een nodige voorwaarde 

af te leiden die als eerste check dient voor identifikatie, na- 

melijk 
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l/2(nn-n) (m+n+1) > k. Hierbij is 

bet linker lid gelijk aan het aantal covariantie-vergelijkingen 

en k aan het aantal te bepalen parameters (onbekenden). 

Model 1 bevat 7 onbekenden en 10 covariantie-vergelijkingen,zodat 

aan het oplosbaarheids-criterium voldaan is. 

Het is duidelijk dat wanneer niet aan deze voorwaarde voldaan 

is,er extra restricties op grond van apriori informatie aan het 

model opgelegd moeten worden.We beperken ons tot die vorm van 

restricties,in welke de parameters op mil gezet worden. De reden 

hiervoor zal later duidelijk worden. 

2. SPLITSHN IN EEN STRUCIUREEI^-EN MEETGEDEELTE ■ 

Er bestaan geen nodige en voldoende voorwaarden in de litera¬ 

tim r voor identifikatie van een algemeen LISREL—model. 

Geraci (5) geeft nodige voorwaarden voor identifikatie van de 

elementen van 0^, A en r in het geval dat Ay - Ipxp' \ “ Iqxq 

en 0^ diagonaal zijn. Voor praktische doeleinden zijn de voor¬ 

waarden van Geraci echter moeilijk te hanteren. In veel gevallen 

zijn de grootheden niet alleen onnauwkeurig gemeten; de schaal 

waarop gemeten wordt is vaak niet hetzelfde. Robinson (11) geeft 

voldoende voorwaarden voor algemenere modellen, waarbij de exo¬ 

gene variabelen zonder meetfout gemeten zijn. 

In dit artikel wordt het LISREL model gesplitst in een structu- 

reel- en een meetgedeelte (zie ook Wiley (12)). Uitgaande van 

deze splitsing wordt het identifikatie-probleem voor elk gedeelte 

apart onderzocht. Deze procedure levert voldoende voorwaarden 

voor de identifikatie van specials, in de praktijk vaak voorko- 

mende, klassen van modellen. Deze klassen omvatten een groot 

gedeelte van de in de econometrie gebruikte simultane vergelij- 

kingen stelsels zoals MIMIC-modellen en het Klein’s model met 

gelijkheidsrestricties. De procedure is ook geschikt voor de 

identifikatie van de meeste, in het LISREL -VI manual genoenrie, 

modellen. Een uitzondering hierop vormt de klasse van de zgn. 

Simplex-modellen. De te volgen procedure is gebaseerd op het feit 

dat een gegeven LISREL-model geidentificeerd is zodra zowel het 

meetgedeelte als het structured gedeelte geidentificeerd zijn. 
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Het structureel gedeelte is geidentificeerd met betrekking tot de 

covariantiematrix vein de theoretische variabelen. 

Uit de identifikatie van het meetgedeelte is deze covariantie- 

matrix echter uniek bepaald, zodat het structureel gedeelte ook 

geidentificeerd is met betrekking tot £. 

Uit de identifikatie van de afzonderlijke conponenten volgt di- 

rekt de identifikatie van de volledige parameter vector e (vgl. 

stelling 1.2 Genugten (4)). 

Ondat de variabelen in model 1 zonder meetfout gemeten zijn, be- 

staat het model alleen uit een structureel gedeelte. 

Het LISREL-VI progranna veraiderstelt dat £ niet singulier is. 

Singulariteiten in de covariantie-matrix ontstaan indien vari¬ 

abelen perfekt gerelateerd zijn aan elkaar. In zulke situaties 

ontbreken dus de storingstermen. Indien de identiteiten gespe- 

cificeerd kunnen worden, dan blijkt het mogelijk te zijn het 

model, met deze identiteiten, aan het LISREL-VI progranna aan te 

bieden. Identiteiten komen nogal eens voor in econometrische mo— 

dellen. 

Heel nadrukkelijk moet worden gesteld dat de procedure in het 

algemeen kan leiden tot verschillende voldoende voorwaarden, af- 

hankelijk van de keuze hoe het model in een structureel en een 

meetgedeelte gesplitst wordt. 

A. IDENTIFIKATIE STRUCTUREEL MODEL. 

De LISREL-specifikatie voor het structureel gedeelte ziet er als 

volgt uit: 

AY « ric + £ met 

- A niet singulier 

- Y synmetrisch niet singulier 

- E(x£fc) - 0 

- £ niet singulier. 

In de econometrie ook bekend als het "pure-shock contemporaneous" 

model (Geraci (4)). Een veel voorkomende deelklasse van modellen 

is de zogenaamde klassen van recursieve modellen. 
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Een recursief model is een structureel model, waarvoor de verge- 

lijkingen zo gerangschikt kunnen worden opdat A een onder-drie- 

hoeksoatrix is en T een diagonaal matrix. 

We zullen (nodig en) voldoende voorwaarden geven voor achtereen- 

volgens 

- recursieve modellen 

modelien zonder restricties met betrekking tot Y 

modellen met restricties met betrekking tot Y 

1. RECURSIEVE MODELLEN. 

- a is een niet singuliere onderdriehoeksmatrix met enen op de 

diagonaal vanwege normalisatie restricties. 

- Y is een niet singuliere diagonaal matrix. 

Recursieve modellen zijn speciale gevallen van modellen met 

restricties ten aanzien van Y. Ze hebben de plezierige eigenschap 

altijd geidentificeerd te zijn. 

Model 1 is geen recursief model candat Y niet diagonaal is. Dat 

model in matrix vorm ziet er als volgt uit. 

met Y12 - covfCjy ^ • 

Als aangenomen kan worden dat de covariantie tussen y1 en y2 vol- 

ledig verklaard wordt door de relatie met Xj^ en x2> dan is Y12 - 

0, zodat het model geidentificeerd is. 

2. RANGCCNDITIE. 

Voor modellen met willekeurige A (en normalisatie restricties) en 

willekeurige niet singuliere Y, is bekend (Fisher (3), van der 

Genugten (4) en Geraci (5)) dat de i-de vergelijking geidentifi¬ 

ceerd is indien de rang van de matrix C^, bestaande uit de kolom- 

men van (A; D waarvoor de i-de rij 0 is, gelijk is aan n-1; het 

totaal aantal endogenen minus 1. 



De volgende identifikatie regel is hier dus van toepassing. 

(A) rang (C) - n-1 is een nodig en voldoende voorwaarde voor 

identifikatie van de i-de vergelijking van Jiet structureel 

model zonder restricties ten aanzien van T. 

Een eenvoudig na te gaan nodige voorwaarde voor identifi¬ 

katie van de i-de vergelijking, volgt uit de rangconditie. 

(A 1) Het aantal uitgesloten exogenen in vergelijking i moet 

minstens gelijk zijn aan het aantal endogenen in deze 

vergelijking minus 1. 

6f met betrekking tot het volledig model. 

(A 2) Het totaal aantal uitgesloten endogenen en exogenen moet 

minstens gelijk aan het totaal aantal endogenen minus 1. 

We kunnen bovengenoemde regels op model 1 toepassen. 

' 1 O’! 

.-021 J 
T12 “ V 

Mu is 

u 
zodat de eerste vergelijking geidentificeerd 

De tweede vergelijking voldoet echter niet aan voorwaarde (A 1), 

zodat deze vergelijking niet geidentificeerd is. Aanvullende in- 

formatie is nu nodig. Door de restrictie r21 ” 0 bijvoorbeeld, is 

identifikatie gewaarborgd mits / 0. 

Samenvattend kan m.b.t. het identifikatie probleem van model 1 

gesteld worden dat 

- zonder enige aanvullende restrictie e21 niet uniek bepaald is. 

- als = 0, dan is model 1 recursief en dus geidentificeerd. 

In het bijzonder is 021 uniek bepaald. 
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- uit de rangconditie volgt, dat ook uni®11 bepaald is indien 

y21 “ 0 en rll ^ °- 
Situaties kunnen zich voordoen waarin geen enkele restrictie met 

betrekking tot A opgelegd kan worden. In dat geval is een bruik- 

bare nodige voorwaarde voor identifikatie 

(A 3) Aantal exogenen moet minstens gelijk zijn aan bet aantal 

endogenen 

voorbeeld 2. 

AY - 

Yll- 

H 

r x + 

9 

m 

Z, Y synmetrisch. 

Yii^° 

i-1,...,n<m 
* een willekeurige onder- 
matrix 

Dit model voldoet aan de rangconditie (A) en is dus geidentifi- 

ceerd. 

(Exogene) variabelen die aan precies *4n endogene variabele ge- 

relateerd zijn heten instnanentele variabelen. 

Merk op dat een geidentificeerd model niet noodzakelijk geidenti- 

ficeerd blijft indien aan het model extra restricties worden op¬ 

gelegd (y^ 0 is een noodzakelijke voorwaarde voor identifika¬ 

tie als r21 " 0). Vanwege het simultane karakter van de vergelij- 

kingen met betrekking tot identifikatie, moeten de restricties op 

een speciale manier (namelijk een manier die voldoet aan de rang¬ 

conditie) verdeeld zijn over de vergelijkingen. 

Zoals eerder opgemerkt zijn restricties van de vorm 0 - 0 wezen- 

lijk anders dan restricties die parameters op een waarde ongelijk 

aan mil vastzetten. De nodige voorwaarden, welke afgeleid zijn 

uit de rangconditie, zullen in het algemeen niet meer gelden. In 

de praktijk komt dit soort van restricties niet vaak voor. 

Bovendien kan identifikatie van modellen met zulke vonnen vein 

restricties onderzocht worden door eerst zonder deze restricties 

de identifikatie te onderzoeken. Is het model eenmaal geidentifi¬ 

ceerd, dan blijft dit zo na het vastzetten van bepaalde parame¬ 

ters op een vaste waarde. 

Uiteraard met inachtneming van de relevante remgcondities. 



3. UITCEBREIDE RANGCCNDITIE. 

Indien restricties zijn opgelegd met betrekking tot T, blijft 

de genoemde rangconditie (A) voldoende voor identifikatie, maar 

deze is niet nodig. In het bijzonder zijn modellen met singuliere 

Y geidentificeerd zodra aan de rangconditie (A) is voldaan. De 

nodige voorwaarden A^, Aj en A^ zijn echter niet meer geldig. 

De recursieve modellen lijken volgens rangconditie (A) niet ge¬ 

identificeerd. Het recursief model uit het LISREL-VI manual bevat 

zelfs een vergelijking waarvan alle exogene—en endogene variabe— 

len aanwezig zijn. 

We zullen hier een algemene regel geven die voldoende is voor een 

willekeurig stelsel van structurele vergelijkingen. Algemener, 

oeadat de klasse van modellen die volgens deze regel geidentifi¬ 

ceerd zijn, de recursieve- en alle andere modellen cmvat welke 

volgens de rangconditie (A) geidentificeerd zijn. 

In E.A. Hanushek en J.E. Jackson (6) is een voorbeeld gegeven van 

een geidentificeerd model, dankzij restricties ten aanzien van Y 

(regulier). 

De hier te geven conditie (B) is in feite een fonnalisatie van 

het voorbeeld uit Hanushek en Jackson. 

Veronderstel dat (p-1) vergelijkingen (zeg de eerste (p-1), p>l) 

geidentificeerd zijn, dan (zie appendix A) 

(B) voldoende voor identificatie van de p-de vergelijking is dat 

de rang van de matrix (Zeg: Dp) bestaande uit de kolomnen 

van A, r en de eerste (p-1) kolommen van Y waarvoor de p-de 

rij nul is, gelijk is aan n-1. 

Een eenvoudig te hanteren voldoende voorwaarde voor de identifi¬ 

catie van een structured model met willekeurige T is een speci- 

aal geval van konditie B nl. 

(Bl) De p-de vergelijking is geidentificeerd als het aantal sto- 

ringstermen uit de eerste (p-1) vergelijkingen die ongecor- 

releerd zijn aan de storingsterm van de p-de vergelijking 

gelijk is aan het aantal endogenen in deze vergelijking mi¬ 

nus ten. 
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De identifikatie vem recursieve modeller! kan ook met behulp vein 

konditie (Bl) bevestigd worden. Beschouw namelijk zo'n recursief 

model. 

T 

rur 
niet singulier. 

De eerste vergelijking voldoet aan de rangconditie (A) en is dus 

geidentificeerd. De tweede vergelijking heeft twee endogenen, 

zodat de restrictie - 0 voldoende is voor identificatie. 

Identifikatie van de derde vergelijking volgt uit de identifika¬ 

tie vein de eerste en de tweede vergelijking en het feit dat T31- 

T32 “ °- 
Voortzetting van deze procedure leidt uiteindelijk tot de identi¬ 

fikatie van alle vergelijkingen, en dus van het volledig model. 

B. IDENTIFIKATIE MEETMODEL. 

De LISREL-specificatie van het meetgedeelte ziet er als volgt uit 

Y - yi + e 

E(h et)- 5, lyy niet singulier. 

De regels die hierna genoemd worden kunnen toegepast worden op de 

afzonderlijke meetmodellen (m.b.t. rj resp X) of op de gecombi- 

neerde meetgedeelte. 

Y - Ay ih-i en X - Ax ^+1 kunnen namelijk gecombineerd 

worden tot I - A ©ve 

met z - (^) , A - <o A > en c 
6 

In het algemeen leiden de afzonderlijke en gecombineerde aanpak 

tot verschillende resultaten. We zullen hier echter niet verder 

op ingaan, maar ons beperken tot het geven van voldoende kondi- 
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ties voor meetmodellen van de vonn Y — ri + 5. (Beide aanpak 

leiden tot dezelfde vonn.) 

Het meetmodel is in factor analytische context reeds door ver- 

scheidene mensen onderzocht. Anderson en Rubin (1) gaven enkele 

nodige voorwaarden voor identifikatie. De meeste daarvan zijn 

alleen theoretisch van belang. Bovendien eist een factor analy- 

tisch model alleen identifikatie op een rotatie-factor na. De 

elementen van A^y behoeven niet noodzakelijk uniek bepaald. 

In LISREL zijn juist deze elementen belangrijk oodat ze een maat 

geven voor de betrouwbaarheid van de Y-variabelen als meetinstru- 

menten van de bijbehorende theoretische variabelen. 

Het covariantie-vergelijkingen model is 

£yy ' \ V + ee (II) 

een symnetrioche matrix met 

dia9 (Inn) ' W 

Deze restrictie is nodig oai een eenheidsmaat voor de theoretische 

variabelen vast te zetten. Dit kan ook bereikt worden door elke 

variabele te schalen volgens tin van de y-variabelen door de 

desbetreffende A's op e*n gelijk te stellen. 

1. MODELLED DIE VOLDOeN AAN DE VDLDOENDE VDORWAARDE VAN ANDERSON 

EN RUBIN 

In eerste instantie zullen we 9e diagonaal veronderstellen. Een 

nuttige voldoende voorwaarde die een unieke 9e garandeert is 

afkomstig vem Anderson en Rubin (1) (stelling 5.1). 

De voorwaarde luidt als volgt: 

©e (variemties van de meetfouten) is uniek bepaald, als er van A^ 

twee deel-matrices overblijven van rang p, na weglating van een 

willekeurige rij uit deze matrix. 
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voorbeeld 3 

n-7, p-3 Meetmode1 met 

fl 0 0 'I 

1^2 0 0 | 

|X3 X4 0 I 

Ay - |0 1 0 | 

|0 X^ Xgl 

|0 0 >^1 

&e diagonaal 1.0 0 1 J 

bijvoorbeeld het weglaten van de laatste rij levert 

a o o 
|o i o i r\1'i 
|0 0 X7| - || met 

IXj 0 0 | O^2) 
IX3 x4 0 | 
1.0 Xg XgJ 

rang (Ay1) - rang (Ay2) - 3. mits y* 0, Xj / 0, X4 0 en 

Xg / 0; met soortgelijke resultaten bij weglating van de andere 

rijen. 

In het algemeen is het een tijdrovende zaak de bovengenoemde 

voorwaarde van Anderson en Rubin te controleren. Meestal is aan 

de voorwaarde voldaan indien het aantal waargenomen variabelen 

veel groter is dan het aantal theoretische, niet waargenomen, 

variabelen in het model; in ieder geval moet gelden. 

2p+l < n, p aantal theoretische variabelen en 

n aantal waargenomen variabelen 

De elementen van A hoeven echter niet uniek bepaald te zijn. Een 

voldoende voorwaarde voor uniciteit van A-parameters die voor 

LISREL-toepassingen erg nuttig blijkt te zijn is die van Howe 

(7). 



131 

(c) Voldoende voor identifikatie van een type 1 model is rang 

A. = p - 1. Hierbij is A de suhmatrix bestaande uit de o S 
rijen van A waarvoor de s-de kolom 0 is. 

Het model van voorbeeld 6 voldoet aan de voorwaarde van Howe en 

is dus geidentificeerd. Als Ag — 0, dan geldt de voorwaarde van 

Anderson en Rubin niet meer. De voorwaarde van Howe is nu niet 

meet relevant. In Bollen en JOreskog (2) is een voorbeeld gegeven 

van een niet geidentificeerd meetmodel dat wel voldoet aan de 

voorwaarde van Howe. 

2. MODELLEN MET GECQHRELEERDE ERRORS 

Een klasse van meetmodellen die vaak in LISREL wordt toege- 

past is de volgende 

Y -|D|b + e, e 

UJ e1 
(*1' e2' e3^ 
(e 11' 'epi)t- 

I een pxp identiteit-matrix 

D een pxp diagonaal-matrix 

A een rxp matrix met r > 0 

E (ejej*") - JO als i ^ j 

'iei anders. 

Het is aan te tonen, dat deze klasse van raodellen geidentificeerd 

is, (zie Appendix B) indien minstens een meetfout in de eerste p 

vergelijkingen ongecorreleerd is aan alle andere meetfouten. 

Deze modellen worden in LISREL-context toegepast in longitudinale 

studies, zoals de 'multi-wave models' (JOreskog en Sflrbom (8)). 

Gecorreleerde errors kunnen ontstaan wanneer dezelfde variabelen 

over tijd herhaald worden. Door herinnerings- en andere hertest 

effecten kunnen de error termen niet zomaar ongecorreleerd veron- 

dersteld worden. Als in de specificatie van het model een ach- 

tergrond variabele is opgenomen die constant blijft over tijd, 

dan is het aannemelijk dat de bijbehorende error ongecorreleerd 

is aan alle andere error termen. in JOreskog en SOrbom (8) zijn 
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enkele voorbeelden genoemd vein meetmodellen zoals hierboven be- 

schreven. 

VOOKBEELD 4. 

Als Xg = 0, dan voldoet bet model van voorbeeld 3 aan de genoemde 

konditie voor gecorreleerde errors met 

(1 0 O') 

|0 1 0 | 

|0 0 1| 

I- I 

1*2 ° 0 | 
Ay - |0 *5 0 | 

|0 0 >^1 

I- I 

U3 X4 0 J 

Omdat 6 diagonal is, zijn alle meetfouten ongecorreleerd aan 

elkaar. De konditie laat zien dat 9e niet noodzakelijkerwijs 

diagonaal aoet zijn, zodat 00k minder restrictieve modellen ge- 

specificeerd kunnen worden. 

dankbetuiging 

De auteur dankt de anonieme referee voor zijn commentaar en sug- 

gesties welke tot deze huidige versie leiden. 
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SCHEMA 

Rubin. 6e is dan diagonaal. 
model 2 : Modellenmet gecorreleerde errors. 
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APPENDIX A 

De (rang)kondities B en B1 volgen uit de volgende beweringen. 

Beschouw het stelsel 

(1) n a 1r 
A XTA 1 

A een nxn niet singuliere matrix. 

T een nxn niet singuliere symnetrische matrix, 

z.d.a.t.s. kan verondersteld worden 

m 
rl 

m 
-*2 
0s 

k 
n 

}n-l 

k 

YP ° 

rp; 

Jni! 

* * 
(zie ook v/d Genugten (4) voor 
de schrijfwijze). 

veronderstel vervolgens: 

- 2e tot en met de p-de rij elementen van A en r geldentificeerd 

<P>1) 

- - 0 voor j - 2,...,k<p 

- Yk de ondermatrix bestaande uit de tweede kolom tot en met de 

k-de kolom van Y. (Zonder de eerste rij van Y.) 

Er gelden 

1. rang (H2 0,^) - rang (Ap rp Yk) - 

waarbij .^ Ak)- 

T 

met A1 : =- i-de rij van A. 

2. De eerste rij elementen van A en r zijn uniek bepaald uit II en 

I indien 
uu 

a) rang (A^ Fp Yk) - n-1 

b) indien k - m^ 

bewijs 
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1. Uit de schrijfwijze van A, r en n volgt direkt dat 

.-1 0 0 0 

A r Y, 
p p 

ro \ 
° n, ^ 

Id* * 

K2 k, k 

van waaruit het gestelde volgt. 

2a. Het stelsel (1) levert een unieke oplossing met betrekking 

tot de eerste rij elementen van A indien het stelsel 

on, - 0 
P 2 

T 
A^ I Ai-0 j-2,_,k een unieke oplossing heeft. 

cmdat AJ I a"- 
uu 

1 •T 
A1^^ A-1 ), is het stelsel equivalent 

(a 0) (?k) - 0 
P 

(“p 0) (*2) - 0 

<5f ap(n2 Qk) - 0. 

Dit is een stelsel van k+kj-l lineaire vergelijkingen met 

m^-1 onbekenden, en heeft een unieke oplossing alleen als 

rang (n2 0,^) - n^-1. 

uit 1. volgt dus dat ap uniek bepaald is indien 

rang (Ap rp ’’'(j) “ n-1. Omdat r - AH en Y « A AT is het 

bewijs geleverd. 

2b. uit het bewijs van 1 volgt direkt 

rang (Ap Y^) = rang Ap + rang Q^, uit het bewijs van 2 volgt 

dus de uniciteit als k-1 - rang Qk - rn^-1 , dus k=m^. 
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APPENDIX B 

Meet nodellen met gecorreleerde errors zijn geidentificeerd 

indien minstens *6n meetfout in de eerste p vergelijkingen 

ongecorreleerd is aan alle andere meetfouten. 

bewijs: 

schrijf Y - Y2t, Y3t)t met en Y2 een p-vector. 

EfYiYi1) - I.., E(YiYjt) - Eijr i,j - 1, 2, 3. 

veronderstel dat de p-de meetfout in het model ongecorreleerd is 

aan alle andere meetfouten. 

Er geldt: 

zodat W. 
Pi 

E + e nn e 

" +6n 

w. 
pi Wrv-1 1 + P-1.1 PP PP 

.Wp_3 ^ bepaald zijn. 

(1) 

Met 
' 

• V 
DInn 
fWuAl .. 

geldt 

"iph ' 

W2pX2 

^1^?.Wpp-Ixp-!WPPXP 

Uit (1) en de laatste rij van de matrix uit (2) volgt dat en 

W_ bepaald zijn. Cmdat W. . - W.. volgt direkt de identifikatie 
PP i] 3^ _i 

van D, 0_ en E. . . Tot slot is A bepaald door A - E,.E__ . 
e nn 31 bb 
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