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Kwantielanalyse en de Negatief Binoraiale Verdeling 

Jan Engel* 

Samenvattinq 

Veronderstel, dat een aan subjecten uit een populatie in principe 

meetbare variabele bij benadering een logistische kansverdeling 

heeft. Indien waarnemingen uit deze verdeling alleen indirect te 

verkrijgen zijn door telkens voor een subject uit de populatie 

vast te stellen of de ermee corresponderende variabele een geko- 

zen niveau (stimulus) overschrijdt, kan men bet schatten van de 

parameters van deze logistische verdeling op verschillende manie- 

ren aanpakken. Aantrekkelijk is de minimum logit chikwadraat me— 

thode van Berkson. Indien bij een zekere stimulus voor een gefix— 

eerd aantal subjecten helemaal geen responsie blijkt op te tre- 

den, kan men deze methode niet zonder meer gebruiken. Voorgesteld 

wordt bet experiment zo op te zetten, dat bij sommiqe waarden van 

de stimulus niet bet aantal te onderzoeken subjecten wordt gefix- 

eerd, maar bet aantal responsies. 
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1. Inleidinq 

In 1955 bestudeerde Joseph Berkson het volgende probleem. Stel 

dat van subjecten uit een populatie een interessante variabele, 

bijvoorbeeld de letale dosis gif voor een mug uit een populatie 

muggen, of de ontsteekspanning van een bepaald type lamp uit een 

partij lampen een logistische kansverdeling bezit. Echter, de ge- 

noemde variabele is slechts indirect meetbaar en wel op de vol¬ 

gende wijze. Men kiest een bepaalde dosis gif, respectievelijk 

spanning en onderwerpt een aselect uit de populatie genomen n-tal 

muggen/lampen aan deze dosis. Vervolgens wordt het aantal gedode 

muggen/ontstoken lampen, ofwel het aantal responsies ^ in het 

uitgevoerde binomiale experiment, geteld. Door zo'n experiment 

uit te voeren voor verschillende doses kan men een schatting be- 

palen van de parameters van de logistische verdeling; de beschre- 

ven techniek noemt men kwantiel of logit analyse. 

Ook anderen hebben zich met dit probleem beziggehouden. Zo zijn 

er minstens drie manieren om schatters te berekenen: via maximum 

likelihood (Finney (1971)), via minimum Pearson chikwadraat en 

via minimum logit chikwadraat, ontwikkeld door de reeds genoemde 

Berkson (1955). Deze methode, ook beschreven in de handleiding 

van Corsten (1976) is erg aantrekkelijk: rekentechnisch eenvoudig 

(een niet-iteratieve schattingsmethode) en meestal nauwkeuriger 

dan de andere. Hij heeft echter het volgende bezwaar: indien bij 

een bepaalde dosis x volledig geen respons (y=0) of volledige 

respons (y=n) optreedt, kan men deze uitkomsten niet ongemodifi- 

ceerd betrekken in het parameter schattingsproces. Dit zal vooral 

het geval zijn als x in een staart van de verdeling wordt geko- 

zen. Berkson stelt als aanpassing voor dan maar y=0.5 respectie- 

velijk y=n-0.5 in te vullen, hetgeen echter een vrij willekeurige 

keuze is. 

In dit artikel wordt een andere oplossing voorgesteld, namelijk 

door het experiment iets anders op te zetten. Vaak heeft men na¬ 

melijk al enig inzicht in de "plaats" van de logistische verde¬ 

ling, en dus ook wel enig idee waar zich de staarten bevinden. 

Het is dan bijvoorbeeld nog nodig, nauwkeurig de parameters te 

bepalen van de verdeling. 
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Indien nu een dosis x in een der staarten van de verdeling wordt 

gekozen, stellen we voor niet het aantal te onderzoeken subjecten 

te fixeren en het aantal responsies te tellen, maar het aantal 

responsies te fixeren en het aantal te onderzoeken subjecten te 

tellen tot de s-de responsie verkregen is. In dat geval wordt bij 

de bewuste dosis x het binomiale deelexperiment vervangen door 

een negatief binomiaal. Men spreekt dan van inverse sampling, wel 

vertaald als de omgekeerde methode (Riimke en Kuik (1981)). Van te 

voren is nu de steekproefomvang niet bekend en daarom is zulks 

natuurlijk niet altijd te verwezenlijken. Maar indien dit wel het 

geval is, en daar waar inverse sampling zelfs voor de hand ligt, 

is hiermee het bezwaar van substitutie in de methode van Berkson 

opgeheven. 

In paragraaf 2 zal het schattingsprobleem nader worden uitge- 

werkt, en een toepassing vindt men in paragraaf 3. Enkele wat 

technische afleidingen zijn tenslotte in de 3 aanhangsels opgeno- 

men. 

2. Het schattingsprobleem 

2.1. Voor een uitvoeriger beschrijving van de manier waarop men 

parameters kan schatten van de logistische verdeling via de 

minimum logit chikwadraat methode van Berkson (1955), een 

speciaal geval van de gewogen kleinste kwadraten methode 

(Corsten (1976)), zij verwezen naar deze literatuur. Op deze 

plaats zal worden volstaan met een kort overzicht. 

De schattingsmethode gaat als volgt in zijn werk. Zij G(x) = 

F(a+bx) = [1+exp-(a+bx) ^ de logistische verdelingsfunc- 

tie met parameters a en b, die een variabele eigenschap van 

subjecten uit een populatie beschrijft, bijvoorbeeld de ont- 

steekspanning van lampen. Men kiest nu verschillende doses 

Xi van bijvoorbeeld electrische spanning en bepaalt de 

responsie ^i, het aantal ontstoken lampen, van telkens 

nj subjecten uit de populatie. 
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Als i de waarden 1,2,...,I doorloopt heeft men een X-tal 

schattingen van de kansen pi=F(a+bxi) op responsie 

middels de waargenomen fracties £i=Yi/ni- Schattingen 

van a en b verkrijgt men dan door een gewogen regressie uit 

te voeren van ^ = F-1(£. ) = log £./(1-£.) op de doses xi 

via het model F 1(pi) = a+bx^, waarbij de optredende ge- 

wichten g. zo gekozen worden, dat g.1 gelijk is aan de vari- 
-1 * . } 

antie van ^ = F (£^) in een lineaire benadering, en der- 

halve gelijk aan g^ = niPi(l-p^) (zie aanhangsel 2). 

De gewichten g^ zijn onbekend en worden geschat uit de 

fracties p^ via g^ = n^ p^(l-p^). De gewogen kleinste kwa- 

draten schatters van a en b, verkregen door minimalisatie 

van de gewogen kwadraatsom 

I . 
SS = 1 g.(u.-a-bx . ) 2 

•5-1 1 
(2.1) 

zijn gelijk aan 

a = u - b x 

b 

Z gi(x.-x)(ui-u) 

Z gi(xi-x)2 

(2.2) 

waarin de gemiddelden x en u oewogen gemiddelden zijn, bij- 

voorbeeld x = X g^x^/X g^. Voor min n^ “ zijn de schatters 
- - i i i 
a en b asymptotisch raak, zuiver en normaal verdeeld, ter- 

wijl de geschatte asymptotische varianties gelijk zijn aan 

var jj = 1/X g. 
i 

var £ = 1/X g. + x2 var b .(2.3) 
i 

var b = [E g^x^x) 2]”1 
i 
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Tenslotte is het minimum van SS, te weten 

^ " 2 
SS = f ) .(2.4) 

asymptotisch chikwadraat verdeeld met 1-2 vrijheidsgraden 

als het logistisch model juist is, en hiermee hebben we dan 

ook een modeltoets. 

2.2 Tot zover gaat alles goed, maar als de responsie yi gelijk 

aan 0 of n^ blijkt te zijn, hetgeen vaak gebeurt als de 

dosis in een staart van de verdeling wordt gekozen, is 

bijvoorbeeld = - “> en g^ = 0 en derhalve niet te ge- 

bruiken in de schattingsmethode. Voor deze doses is het vaak 

lastig een voldoend hoge "n^ met succesgarantie" vast te 

stellen. Toch is het juist voor een dergelijke x^ zinvol 

informatie over de verdeling te verkrijgen. Wenst men name- 

lijk een nauwkeurige schatter van bijvoorbeeld parameter b, 

dan lijkt (zie (2.3)) juist een xi in een staart van de 

verdeling daartoe bij te dragen, mits het bijbehorend ge- 

wicht gi voldoende groot is. 

De modificatie van Berkson (1955) door maar y^ = 0.5 of 

Yi = - 0.5 in te vullen is tamelijk arbitrair en we 

stellen een iets andere opzet van het experiment voor, in 

een ander verband ook al eens door Finney (1971, p.211) ge- 

suggereerd. Vaak heeft men al enig idee van de ligging van 

de staarten van de verdeling. Indien nu een dosis x^ in de 

linkerstaart van de verdeling wordt gekozen, dan onderwerpen 

we niet een vast aantal van n£ subjecten aan dosis xi 

waarna we de responsie vaststellen, maar we gaan uit 

van een vast aantal responsies s^ en tellen het aantal 

subjecten nodig voor het verkrijgen van die s^ responsies. 

In de rechterstaart tellen we, analoog, het aantal subjecten 

tot en met de s^-de non-responsie. Noemen we (in het eer- 

ste geval) dit aantal dan is een negatief 

binomiaal verdeelde grootheid, met parameters s^ en p^. 
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We zullen nu in 2.3 de schattingsmethode van Berkson modifi- 

ceren door, indien mogelijk, het experiment voor sommige 

xi op deze wijze uit te voeren. 

2.3 Van een negatief binomiaal verdeelde grootheid m, het aantal 

non-responsies tot de s-de responsie, zijn de volgende ei- 

genschappen welbekend (Johnson en Kotz (1969), p.122) 

E m = sq/p en var m = sq/p2 

waarin p de kans op responsie is, en q=1-p. 

Voorts is 

m/s q/p voor s » (stochastische convergentie). 

De schatter 1/(1+m/s) van p is asymptotisch raak voor s 

en voor s > 1 zuiver te maken tot de schatter (s-1)/(m+s-1). 

Voorts is m* = (m - E m)// (var m) asymptotisch N(0,1) ver- 

deeld voor s + op grond van de CLS. Dit resultaat is nog 

wat te verfijnen. Dit de stelling van Lindeberg volgt 

namelijk dat 

m* is asymptotisch N(0,1) verdeeld d.e.s.d.a. sq ->■ »> 

(zie aanhangsel 1). 

Laten we met I2 de verzameling aangeven van die indices i, 

waarbij een negatief binomiaal deelexperiment wordt gedaan. 

We definieren dan bij zo'n index i: v^ = F 1(£^) = 

= logf^/f 1-gj. )) = - log(mi/si), waarbij £. = l/fl+n^/s) 

als schatter van p^ fungeert. Natuurlijk kan nu mi = 0 

optreden, maar dit zal voor kleine pi en Si > 1 niet zo 

gauw het geval zijn. 



De kwadraatsctn (2.1) krijgt de gedaante 

SS = Z g. (u.-a-bx. )2 + i h. (v.-a-bx . ) 2 .(2.5) 
i«Ii 1 ietz11 1 

waarin Ii = {l ,2,...,I }\I2, 

en in deze kwadraatsom treden nieuwe gewichten 

(q^ = 1-p^) op, die schattingen zijn van gewichten h^= 

in aanhangsel 2 afgeleid uit var v£. 

De schatters a en b verkrijgt men weer door minimalisatie, 

nu van (2.5), waarin gesommeerd wordt over het totaal aantal 

groepen I. Aangezien deze uitdrukking qua vorm identiek is 

aan (2.1), worden a en b weer door (2.2) gegeven, en ge- 

schatte asymptotische varianties door (2.3) met dien ver- 

stande, dat voor iC I2, gewicht g^ wordt vervangen door 

hi en Ui door vi. Genoemde asymptotische eigenschappen 

gelden als zowel min ni “ als min Si + “. De schatters 
iclj iet2 

a en b zijn dan weer asymptotisch raak en zuiver. 

Tenslotte is ook het minimum van (2.5) asymptotisch chikwa- 

draat verdeeld, met 1-2 vrijheidsgraden. 

Dit volgt uit het feit dat (2.5) te schrijven is als: 

SS = E (ui-a-bxi)/(nipiqi)/(n.piqi)(ui-a-bxi)+ 
ie Ii 

+ Z (vi-a-bxi)/(siqi)/(siqi)(vi-a-bxi) 
1 € I £ 

Zowel /(n^p^q^) (ii^-a-bx^), voor n^ ♦ “ 

als /(s^q^) (v^-a-bx^), voor s^ “ 

is asymptotisch standaard normaal verdeeld (zie aanhangsel 

3). Derhalve gedraagt (2.5) zich wat limietverdeling betreft 
✓\ 

hetzelfde als (2.1), en voor het minimum SS van de kwadraat¬ 

som is dit ook weer zo, zodat een toets op goodness-of-fit 

verkregen is. 
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2.4 Samenvattend geven we een overzicht van de opgetreden 

formules. 

Responsiemodel: bij dosis is de kans op responsie 

Pi = F(a+bx.) = {1 +exp-(a+bx^) 1_1 => F-1(p.) = a+bxj^ 

Binomiaal experiment: ^ » binoraiaal (n^jp^) 

(voor i e I!) E 

var ^ = n.p.(1-p.) 

pi = yi/ni'‘ ui = F_1 (Pi) 

gewicht g^ = var 1 = n^p^(l-p^) 

Negatief binomiaal 

experiment: 

(voor i€ 12) 

nt “ negatief binomiaal (s^,p^) 

E m. = s . (1 -p. ) /p. 
—i i 

var m. = s.(1-p.)/p? 
—i i 

Pi T+mT/iT ' i F ’(Pi) 

gewicht it 
-1 

var v. 
—i 

s.(1-p.) 
i 

Kwadraatsom SS: 

SS = l g.(u.-a-bx.) + l h.(v.-a-bx.) 
i€l! ie l2 1 1 

= Z k.(w.-a-bx.) 
i i i i 

waarin in een verkorte notatie: 

Pi als i€ Ii 

k. = 
i 

it als ie i2 

u. als i € I, 
i 1 

v. als i€ l2 
i ^ 
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Minimum van SS treedt op voor: 

a = w - b x 

b = 

Z ki(wi-w) (x^x) 

E k. (x£ —x)2 

x = ^ k.x^E k. 
i i 

w = E kiWi/E ki 

en schattingen van asymptotische varianties zijn: 

var w = 1/E k. 

var a = 1/E k^ + x var b 
i 

var b = {e k^(x^-x) -,2,-1 

3. Toepassinq 

3.1 Als toepassing bezien we het schattingsprobleem voor een po- 

pulatie met een standaard logistische verdeling met verde- 

lingsfunctie F(x) = [l+exp-x]-1 waarvoor de te schatten 

parameters derhalve a=0 en b=1 zijn. We kiezen 1=5 doses 

xi, met de waarden -2, -1, 0, 1 en 2. De bij deze doses 

behorende F-waarden zijn dan F(-2)=0.119, F(-1)=0.269 en 

F(0)=0.500. Voor xi=-2 en x5=+2 zullen we een negatief 

binomiaal deelexperiment uitvoeren en wel met Si=2. Bij 

X5=+2 tellen we het aantal responsies tot de 2e non- 

responsie en wisselen p en g. In de binomiale deelexperimen- 

ten bij xi=-1, 0 en 1 is telkens ni=10. 

De verkregen waarnemingsuitkomsten staan in tabel 1. Hierin 

is ook opgenomen de schatting en theoretische waarde van 

kansen en gewichten; voor i=1 en i=5 wordt p£ zuiver 

geschat door = (Sj-1 (/(s^mj-l). 
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Dosis 

X . 
1 

n. 
i 

resp. 

s. 
i 

yi 
resp. 

m. 
i 

Pi Pi 9i 
resp. 

h. 
i 

gi 
resp. 

h. 
i 

xi=-2 S1= 2 mi = 15 0.062 0.119 h i=1.876 1.762 

X2=-1 n 2=10 y2= 2 0.200 0.269 q 2=1•600 1.966 

X 3= 0 n3=10 Y3= 5 0.500 0.500 g 3=2.500 2.500 

X4=+1 ni« = 1 0 y4= 8 0.800 0.731 g 4=1.600 1.966 

xs=+2 Ss= 2 m5= 7 0.875 0.881 h s=1.750 1.762 

Tabel 1: Waarnemingsuitkomsten, theoretische en geschatte 

kansen en gewichten. 

De schattingen a en b en hun geschatte asymptotische stan- 

daardafwijkingen vindt men in tabel 2, alsmede de bijbehorende 

theoretische waarden. 

experimenteel theoretisch 

a b o( a) Q
 

> 

cr
 >
 

a b o(a) o(b) 

-0.148 1.209 0.328 0.238 0 1.000 0.317 0.236 

Tabel 2: Parameterschattingen, theoretische en geschatte stan- 

daardafwijkingen. 

Tenslotte blijkt de modeltoets SS de uitkomst SS = 0.452 te 

hebben, waarbij 3 vrijheidsgraden horen; het model blijkt re- 

delijk te passen. 
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4. Discussie en conclusies 

4.1 Na het voorgaande is een interessante vraagstelling de vol- 

gende: 

Bij welke doses voeren we een deelexperiment uit en is 

dit dan binomiaal of negatief binomiaal?" 

We veronderstellen dat de geschatte regressielijn a + bx, in 

de notatie u + b(x-x) nauwkeurig bepaald is als zowel var u 

als var b klein zijn. Bovengenoemde vraagstelling zullen we 

splitsen in: 

Vraa<3 1: Wat is de effectiviteit van de negatief binomiale 

schattingsmethode t.o.v. de binomiale, gemeten in 

termen van var £ en var b? 

Vraag 2: Voor welke doses x^ kunnen we het beste een deel¬ 

experiment uitvoeren, opdat var u en var b zo klein 

mogelijk worden? 

Deze vragen zullen we aan een nader onderzoek onderwerpen. 

4.2 Ad vraag 1 

We herinneren ons dat 

— 1 ^ ^ 
var b = 2 k^Xj-x) , waarin k. = gt = r^p^ voor i € I j 

= h. = s.g. voor ie I, 
ill 

enx = Ek.x./^k. 
i i' . i 

i i 

-1 - 
var u = I k. 

i 

Als we bij een dosis xi als conditie stellen dat het vaste 

aantal subjecten ni in een binomiaal deelexperiment gelijk 

is aan het verwachte aantal subjecten in het corresponderen— 

de negatief binomiale deelexperiment, met andere woorden dat 

ni = s./p- , dan is ook g. = n.p.q. = s.q. = h.. 
ill i ill i.i i 
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Dit betekent dat de var b en var jj voor beide schattingsme- 

thoden gelijk zijn: de methoden hebben theoretisch dezelfde 

efficiency. Onder de genoemde conditie is het dan voldoende 

voor het zoeken naar een antwoord op vraag 2 (dat doen we in 

4.3) voorlopig alleen het binomiale geval te beschouwen. 

Echter nog een praktische opmerking. Bij het schatten van 

var b werken we met geschatte gewichten g. en h. i.p.v. de 

onbekende g£ en hi- Nu is: 

gi= niPin-p^) als y^ * 0 en y^ ^ kans hierop is 

I 1 • II . A 

1-d-p^ 1 ~ terwijl pA = yi/ni 

n^; de kans hierop is 

(1-p^) 1 + p^1(Berkson correctie) 

Derhalve geldt, omdat E(n^ £^(1-£^)) = (n^-1)p^(1-p^) 

) + 

n. n. 

+ {1-d-p^ 1-Pi 1 

(n.-1) p.(1-p.) 

n. n. 
(i_d-p.) "-p. i\ 

Ook is: 

E hj^ = Sj^d-pj^) = ^p. (1-p. ) als Sj^ = nipi. 
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Enkele waarden van E ^ zijn gegeven in tabel 3. 

E Si (1-pi) 

n. = 10 p. = 0.1 
1 1 0.2 

0.5 

0.976 0.900 
1.491 1.600 
2.251 2.500 

n. =20 p. = 0.1 

1 X 0.2 
0.5 

1.769 1.800 
3.046 3.200 
4.750 5.000 

Tabel 3: Waarden van E g^ en g^ voor enkele n^ en p^. 

Aangezien E - n^p^(l-p^), is een zuivere schatter van 

hi. Daarmee is dan bijvoorbeeld var u een overschatting 

van var u, want met de ongelijkheid van Jensen geldt: 

E var ia = E {E ^ > {lEji^}^ = {zh.}^ = var u 
i i i ~ 

Voor gi komt het soms voor (zie tabel 3), dat gi de waarde 

gi overschat, waardoor de overschatting van var £ geredu- 

ceerd wordt. Vaak is echter g^ een onderschatting van g^; 

het gevolg is een nog grotere overschatting van var 5 in het 

binomiale experiment met Berkson correctie dan in het nega- 

tief binomiaal deelexperiment. Ook is het helemaal weglaten 

van een waarneming yi=0 of Yi=ni niet aan te bevelen: 

dan is g^ met E cj^ = (n^-1 )p^{ 1-p^) altijd een onderschat¬ 

ting van gi. 

4.3 Ad vraaq 2 

In hoofdstuk 2 is gesuggereerd dat we, als we een nauwkeuri- 

ge schatting van parameter b wensen, wel een of meer doses 

xi in de staart van de logistische verdeling zullen moeten 

kiezen. We zullen nu eens nagaan voor welke doses xi de 

var b (en later ook de var u) klein wordt. 



55 

We veronderstellen daarbij dat de parameters a en b, voordat 

het experiment wordt uitgevoerd, al ruwweg bekend zijn: stel 

dat a “ ag en b “ bg, en kies voor het rekenwerk ao=0 

en bo=1. Is dan voor deze ag en bg een dosis 

vastgesteld, dan volgt voor willekeurige ag en bg een 

corresponderende dosis x? uit x^ via x? hg’ <xi-ag>- 

Gezien de symmetrie in de probleemstelling zullen we doses 

symmetrisch t.o.v. x=0 kiezen. 

Dan is x = Z a.x./l a. = 0, a=uen var 
i i i 

1 b = Z g. (x. -x) 2 = 
— . ' i 

= E n.p.d-p.) x. 

i 

Z n. 

-x. 
i 

(l+e 
-x. 

i 

Na berekening blijkt dat 
-a • i 

0+e ^ 

x , de bijdrage per sub- 
i 

-1 
ject aan var ’ b bij dosis x^, maximaal is voor x^= ± 2.399. 

Het is derhalve zinvol rond deze doses x^ waarnemingen te 

verrichten en omdat bij xi= - 2.399, F(-2.399) = 0.083 de 

succeskans is, is een negatief binomiaal experiment op z’n 

plaats. 

Zouden we alleen waarnemingen verrichten bij Xi= ± 2.399, 

met (verwacht) aantal N, dan is 

-1 ^ - 2 ((2.399)2 * j * (0.083) * (0.971; var ' b 

zodat 

= 0.438N 

var b = —— een ondergrens is voor var b. 

Het bovengenoemd maximum is overigens niet zeer kritisch, 

zoals moge blijken uit onderstaande tabel 4. 

Hierin zijn voor enkele doses xi waarden uitgezet van 

i 
in kolom 4. 

[l+e 
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X . 
1 Pi 

e’Xi 

(He~Xi)2 (l+e_Xi)2 

0 
- 0.5 
- 1.0 
- 1.5 
- 2.0 
- 2.399 
- 3.0 

0.5 
0.378 
0.269 
0.182 
0.119 
0.083 
0.048 

0.250 
0.236 
0.197 
0.149 
0.100 
0.076 
0.045 

0 
0.059 
0.197 
0.336 
0.420 
0.439 
0.406 

Tabel 4: Kans op responsie pi, bijdrage per subject aan 

var £ en var b voor verschillende waarden van dosis x^. 

In de toepassing van hoofdstuk 3 vonden we var b = 0.057 bij 

N = 64. De ondergrens voor var b bij deze N is 0.036. 

Concurrerend met een kleine var b is een kleine var u. Aangezien 

we voor var 1 £ kunnen schrijven var 1 £ = I g. = in. 
i 1 i :L 

(l+e 

-xi 
zoeken we nu het maximum van ---, hetgeen ligt bij x. = 0. 

(l+e""1)2 
Waarden van deze grootheid voor enkele xi's staan in tabel 4. 

Worden alleen waarnemingen bij xi=0 verricht (N stuks) dan is 
- 4 - 

var £ = tj een ondergrens voor var u. 

In de toepassing was var ji = 0.107 bij een ondergrens van var u = 

0.062. 
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4.4 Concluderend kunnen we stellen: 

4.4.1 De efficiency van een negatief binomiaal deelexperiment is 

(theoretisch) die van het corresponderende binomiale expe¬ 

riment, als verwacht resp. gefixeerd aantal subjecten ge- 

lijk zijn. Praktisch geeft een binomiaal deelexperiment 

met Berkson correctie vaak een grotere overschatting van 

var en var b dan een negatief binomiaal deelexperiment. 

4.4.2 Voor een kleine var b is het nuttig waarnemingen rond 

x^ = bg1 (± 2.40 - 3g) te verrichten, als a^ en b^ ruwweg 

de parameters van de regressielijn voorstellen. Gezien de 

kleine of juist grote kans op responsie is een negatief 

binomiaal deelexperiment gedienstig. 

4.4.3 Voor een kleine var ij zijn waarnemingen rond = -agbp1 

zinvol; hier is een binomiaal deelexperiment, waarbij het 

aantal subjecten vast wordt gekozen, goed uit te voeren. 

Nawoord 

De auteur is de redactie dankbaarheid verschuldigd voor enkele 

waardevolle opmerkingen. 
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Aanhanqsel 1 

De limietstellinq van Lindeberg (zie bijvoorbeeld Loeve (1963), 

p. 295) zegt dat voor een negatief binoraiaal verdeelde grootheid 

ra de conditie 

lim { I Em2 = m) } = 0 voor Ve > 0 
s-k» i=1 |in| >e 

equivalent is met asymptotische normaliteit van m. 

In deze conditie is m = 1 * + m* . + m*3', waarin ^* 

o.o. en geometrisch verdeeld, terwijl m^:L'*= (m ^ i^q/p)//(sq/p2), 

(i) * (i) * 
zodat Em = 0 en var m = 1/s voor i=1,2,..,s. 

Genoemde som schrijven we als 

2 

s Z {112^1 pq3 
j •'(sq/p2) 

(*) 

waarbij we m - gesteld hebben en we alleen sonuneren over 
/(sq/p2) 

die termen, waarvoor j > 0 en |m| j-q/p 

/ (sq/p2) 

p(j+1)-1 

/(sq) 

We.laten zien dat de Lindeberg conditie equivalent is met de 

voorwaarde sq + 

i) Stel dat sq <». Dan geldt voor Ve > 0 en voor V J€ IN dat 
P(j+1)-1 

/(sq) 
3 Sg ( e ,J) zodat < e voor j=1,2,...,J en s>s0(e,J), 

We sommeren in (*) dan hoogstens over j=J+1,J+2,... . Door J 

voldoende groot te kiezen wordt de som (*) willekeurig klein. 

ii)Stel dat sq / “. Dan 3 M > 0 en een oneindige deelrij met 

sq < M. Voor deze deelrij geldt q -► 0 en dus p -► 1. Noem de 

indexverzameling van deze deelrij S. 

Kies een q^, zo dat 0 < q^ < 1, en laat s^ bepaald zijn door- 

dat q < qQ voor s > Sg, s « S. 
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Dan is ook p > 1 - qQ > 0; noem P0 = 1 ” ^o' 

Kies nu jQ, zo dat P0(j + 1) - 1 > 1 vcxsr j > 

Voor s >s(j, s£ Senj >jg is dan zeker 

|p(j+1)-1|> 1 en dus 

1 

P(j+1)-1 
v'(sq) > 7H > °- 

3s > s^, s€ S waarvoor in de Kies e = . Voor V s1 > s0 

som (*) bij deze £ tenminste gesommeerd wordt over 

j=jg, jg + 1 /... . Dit levert voor deze sora een waarde > voor 

deze £ voor s 

Met (i) en (ii) is de equivalentie bewezen. 
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Aanhanqsel 2 

Voor de bepaling van het neqatief binomiale gewicht h = var 1 v, 

optredend in de kwadraatsom (2.5), zoeken we een benadering voor 

de variantie van v = F ^ (rfifiTs ^ * Daartoe ontwikkelen we de func- 

tie F 1 in een stukje Taylorreeks t.o.v. x = q/p: 

F_1(^) = F'1(t4tp) + (X - ^P) ^ lx = q/p 1+x 

. (X - q/p) 2 d2 

+ -2- 3? 2 F 
■1, 1 

i+x' 

waarin y ligt tussen x en q/p. 

Is F(x) de logistische verdelingsfunctie F(x) = (l+exp-xf dan 

komt er 

F = ” lo9 x = - log q/p + (x-q/p) (-p/q) 

, 2 
j. (x-q/p)' 
-2- (Vy2) (A.1) 

We negeren de derde term, hetgeen zinvol is voor x in de buurt 

van q/p, vullen voor x de schatter ra/s van q/p in en benaderen de 

variantie van v = F 1() door 

var f~1(thW> “ var (^/s) ^ F"1(TO)|x 

= q/(sp2) {p2/q2} = 1/sq 

Gewicht h wordt dan benaderd door h = sq. 

q/p1 

-(A.2) 

De procedure is analoog aan een in bijvoorbeeld Corsten (1976) 

genoemde, waarin voor gewicht g de benadering g = np(l-p) wordt 

afgeleid. 
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Aanhanqsel 3 

Uitgaande van de zwakke convergentie 

/s(m/s - q/p) ♦ N(0,q/p2) vcxjr s ->• “ .(A.3) 

voor negatief binomiaal (s,p) verdeelde m kan men laten zien dat 

vcxar v = F , waarin F de logistische verdelingsfunctie 

is, geldt 

/s(v - F 1 ( 1-H^/p) > + N(0,q 1) voor s 

Gebruik hiertoe bijvoorbeeld Theorem 14.6-1 uit Bishop c.s. 

(1975). De limieteigenschap (A.3), het feit dat de asymptotische 

variantie van /s v gelijk is aan q~1 volgens (A.2) en de uit 

(A.1) volgende eigenschap 

F 1 = F~1 ( 1 +q/p1 + (x-q/p) (-p/q) + o(|x-q/p|) 

voor x ♦ q/p, die geldig is voor iedere positieve q/p, leveren 

met elkaar het bewijs. 
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