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COMPARATIEVE STATICA EN KUHN-TUCKER VOORWAARDEN 

David A. Kodde* 

Samenvatting 

Economische analyses worden veelal gebaseerd op de eerste-orde voorwaarden 

van een maximeringsprobleera met nevenvoorwaarden. Hierbij wordt dan ver- 

ondersteld dat aan de niet-negativiteits-restrictie van de variabelen 

wordt voldaan. Door de analyses te baseren op de Kuhn-Tucker-voorwaarden 

voor een maximum wordt aangetoond dat er geen invloed is van kleine veran- 

deringen in exogene variabelen op de niet-positieve variabelen en op de 

niet-effectieve restricties. Voor de positieve variabelen geldt dat de 

normale comparatieve statica kan worden toegepast door de analyses te be- 

perken tot de positieve variabelen en de effectieve restricties. Het arti- 

kel wordt besloten met een tweetal toepassingen. In het eerste voorbeeld 

laten we zien dat de theoretische restricties op systemen van vraagverge- 

lijkingen ook correct zijn als er niets van sommige goederen wordt ge- 

kocht. Het laatste voorbeeld heeft betrekking op gerestricteerde vraag- 

functies en laat zien dat de invloed van een verandering in het gerestric¬ 

teerde goed samengesteld is uit een inkomens- en een gewogen substitutie- 

ef fect. 

1 Inleiding 

Een belangrijk deel van de economische analyse houdt zich bezig met de 

relaties tussen exogene en endogene variabelen. Met name is men gelnte- 

resseerd in de verandering van een endogene variabele als gevolg van 

een verandering in een exogene variabele of instrument variabele. 

In de economische wetenschap ontstaan de relaties tussen endogene en 

exogene variabelen veelal op grond van een maximeringsprobleem met ne¬ 

venvoorwaarden, bijvoorbeeld nutsmaximalisatie. Dit maximeringsprobleem 

geeft een aantal optimaliteitsvoorwaarden waaraan de oplossing van de 

endogene variabelen moet voldoen. In de comparatieve statica wordt be- 
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studeerd hoe deze optimale oplossing zal veranderen bij zeer kleine 

veranderingen in de exogene variabelen zodanig dat de optimaliteits- 

voorwaarden geldig blijven. Het maximeringsprobleem behoeft niet nood- 

zakelijk lineair te zijn in de doelstellingsfunctie en/of de restric- 

ties. Daarnaast is het in de economische wetenschap veelal noodzakelijk 

dat de variabelen niet negatief zijn. De oplossing van een derge- 

lijk algemeen maximeringsprobleem moet voldoen aan de Kuhn-Tucker-voor- 

waarden. Deze voorwaarden zijn een generalisatie van de eerste orde- 

voorwaarden behorend bij problemen waar de restricties geformuleerd 

zijn als gelijkheden en de variabelen niet noodzakelijk positief moe- 

ten zijn. De traditionele comparatieve statica is bij haar analyse van 

deze eerste orde-voorwaarden uitgegaan, waarbij ze aannam dat alle varia¬ 

belen positief zouden zijn. We zullen in paragraaf 2 aangeven hoe compara 

tieve statica-resultaten verkregen kunnen worden door de analyse te star- 

ten met de Kuhn-Tucker-voorwaarden. We laten zien dat de traditionele com 

paratieve statica-resultaten van toepassing blijven als de analyse wordt 

beperkt tot de effectieve restricties en de positieve variabelen. Hier 

laten we eveneens zien dat de duale variabelen of Lagrange multipliers, 

welke een onderdeel vormen van de Kuhn-Tucker-voorwaarden, altijd gein- 

terpreteerd kunnen worden als de marginale verandering in de doelstel¬ 

lingsfunctie als gevolg van een zeer kleine verruiming van de bijbeho- 

rende restricties. 

In de derde paragraaf geven we door een tweetal voorbeelden op het ge- 

bied van consumentengedrag de mogelijkheden van comparatieve statica met 

behulp van de Kuhn-Tucker voorwaarden aan. Het eerste voorbeeld heeft 

betrekking op Marshalliaanse vraagfuncties, waarbij we enerzijds de mo- 

gelijkheid openlaten dat de budge^restrictie niet bindend is en waarbij 

we anderzijds toestaan dat er van bepaalde goederen niets wordt gekocht. 

Het tweede voorbeeld heeft betrekking op conditionele vraagfuncties. We 

leiden af dat wijzigingen in de hoeveelheid van het geconditioneerde 

goed de gevraagde hoeveelheid van de andere goederen belnvloedt door de 

combinatie van een inkomenseffect en een gewogen som van substitutie- 

effecten. 

2 Comparatieve Statica 

Een belangrijk deel van de economische analyse heeft betrekking op het 

onderzoek van de relaties die tussen exogene en endogene variabelen be- 

staan. Op micro-economisch terrein gaat men onder andere na hoe het con¬ 

sumentengedrag wordt belnvloed door veranderingen in prijzen van con- 
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sumptiegoederen en inkoraen of hoe voor een winstmaximerende producent 

de vraag naar factor-inputs samenhangt met de hoogte van de bijbehorende 

factorprijzen. De relaties tussen de exogene en de endogene variabelen 

zijn veelal een direct gevolg van een veronderstelling ten aanzien van 

het gedrag van een economische eenheid, bijvoorbeeld nutsmaximalisatie 

of winstmaximalisatie. Dit gedrag is dan te vertalen als de oplossing 

van een maximerings- of minimeringsprobleem met een aantal neven- 

voorwaarden. Het optimeringsprobleem levert een aantal optimaliteits- 

voorwaarden waaraan de oplossing moet voldoen. Deze optimaliteitsvoor- 

waarden vormen de basis van de comparatieve statica. Zij worden gebruikt 

om na te gaan hoe de endogene variabelen bij kleine veranderingen van de 

exogene variabelen moeten veranderen zodanig dat de optimaliteitsvoor- 

waarden geldig blijven. We zullen voor het algemene niet lineaire opti¬ 

meringsprobleem met ongelijkheidsvoorwaarden en niet negativiteits- 

restricties op de variabelen aangeven hoe comparatieve statica kan wor¬ 

den uitgevoerd. 

Zonder beperking der algemeenheid kunnen we uitgaan van een maximerings- 

probleem met kleiner gelijkheidsvoorwaarden. Het probleem luidt: 

maximaliseer: f(x,8) 

onder g(x,8) S 0 (1) 

x * 0 

waarbij de m restricties g(x,8) opgevat moeten worden als een kolom vec- 

torfunctie en de vector endogenen x en vector exogenen 8 respectievelijk 

een kolomvector met n en k elementen weergeven. Met x i 0 bedoelen we dat 

voor ieder element van de vector moet gelden x^ ^0. We gebruiken x > 0 

als voor ieder element x. > 0 en x = 0 als voor ieder element x. = 0. 
i i 

Door de introductie van ra Lagrange multipliers, A, kan het maximerings- 

probleem vertaald worden naar: 

maximaliseer: Z = f(x,8) - A g(x,8) 

onder x ^ 0 

A ^ 0 (2) 

Het optimum voor dit probleem, indien het bestaat, moet voldoen aan de 

Kuhn-Tucker-voorwaarden. Deze voorwaarden zijn afgeleid in Kuhn-Tucker 

(1951) en worden onder andere beschreven en besproken in Lancaster 

(1968) en Chiang (1974). Het maximum van probleem (2), dat equivalent 

is met het maximum uit (1), moet voldoen aan: 

9Z 
3x, 

3f(x,6) 

3xj 

3gi(x,8) 

3x 

az 
en x . -r— 

J 3x_. 
= 0 voor j = 1 . . n 



no 
en moet eveneens voldoen aan 

dz 
dX. 

J 

= -gjCx.B) > 0, X > 0 
J - 

en X . 
J 

dz 
dX. 

3 

0 voor j 1 . . m. 

Om de notatie te vereenvoudigen nemen we de argumenten van de functies 

niet op in de formules en comprimeren we de schrijfwijze door over te 

gaan op matrixnotatie. 

Particle afgeleiden van een functie f naar een vector x geven we aan met 

D f, hetgeen als resultaat een kolomvector oplevert. D g is een matrix 
x x. 

van orde m x n, waarbij op plaats i, j de afgeleide van restrictie i naar 

x. staat. Tweede orde afgeleiden geven we aan met D f. Verder gebrui- 
J xx' 

ken we x om een vierkante matrix weer te geven met op de diagonaal de 

elementen van de kolomvector x. 

De Kuhn-Tucker voorwaarden kunnen dan worden gecomprimeerd tot 

DZ=Df-Dg'X<0, x > 0 en xDZ=0 
X X x — — x 

D^Z = -g > 0 , X > 0 en = 0 . (3) 

We gaan aan de hand van bovenstaande voorwaarden na hoe de endogene va- 

riabelen x samenhangen met de exogene variabelen 3. De exogene variabe- 

len mogen zowel deel uitmaken van de doelstellingsfunctie als van de 

restricties. 

We leiden de comparatieve statica-resultaten af door de n+m impli- 

ciete functies in de Kuhn-Tucker-voorwaarden uit (3) totaal te differen- 

tieren. Dit levert: 

x D Z + D Z 
. x 

XX 

x D Z 
xA ’ 

dx' D Z 
x3* 

dB 

X D Z 
Xx' 

X D Z + D Z 
XX’ 

\dA/ Vx D Z 

X3? 

(4) 

Comparatieve statica-resultaten kunnen worden bepaald indien de matrix 

aan de linkerkant van (4) niet singulier is. Na verbijzondering van de 

structuur in (4) door gebruikmaking van de ongelijkheidsvoorwaarden in 

(3) zullen we laten zien dat de inverteerbaarheidseis, naast het bestaan 

van de tweede-orde afgeleiden, een extra conditie op de Kuhn-Tucker- 

voorwaarden impliceert. 
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Zonder beperking der algemeenheid mogen we aannemen dat er < n endo- 

gene variabelen zijn waarvoor geldt dat > 0. Laat deze variabelen 

x vormen en partitioneer x Op analoge wijze verdelen 

let 

1 \x2/ ^ \ 
we de positieve variabelen van X toe aan X^ > 0 en X 1 

X_ = 0, daarnaast partitioneren we de bij X en X behorende reatricties 
2 1/2 

respectievelijk in en g2. We kunnen nu onze stelling bewijzen. 

Deze stelling betreft een verruiming van de mogelijkheden om economische 

analyses uit te voeren met behulp van comparatieve statica en staat als 

zodanig gedeeltelijk tegenover de door Deaton en Muellbauer (1980, p. 36) 

gesuggereerde beperktheid van de traditionele nutsmaximalisatie benadering. 

Stelling 

Als voor de optimale oplossing van het maximeringsprobleem uit (1), welke 

voldoet aan de Kuhn-Tucker voorwaarden in (3), zowel geldt dat: 

a. de eerste afgeleiden van de "Lagrangean" ongelijk zijn aan nul voor 

endogene variabelen met waarde nul, d.w.z. als x^ = 0 dan 3Z/3Xj < 0, 

en tevens, 

b. de restricties niet effectief zijn indien de bijbehorende Lagrange 

multiplier gelijk is aan nul, d.w.z. als X = 0 dan 3Z/3X = -g.(x,B)>0, 
J J J 

dan geldt: 

c. dat de partiele afgeleiden van de endogene variabelen met waarde nul 

naar de exogene variabelen en de partiele afgeleiden van de Lagrange 

multipliers met waarde nul naar de exogene variabelen beide gelijk 

zijn aan nul. 

d. dat de normale comparatieve statica-resultaten kunnen worden verkregen 

door alleen de effectieve restricties en de positieve endogene variabe¬ 

len te beschouwen. 

Bewijs 

Rekening houdend met de partitionering van x en X in variabelen met een 

positieve waarde, x^ en X^, en variabelen met waarde nul, x2 en X2> le- 

vert in combinatie met de Kuhn-Tucker-voorwaarden in (3), nl.: D Z = 0 
X1 

voor x* > 0, Dv Z< 0 voor x_ =0, g. =0 voor X > 0 en g < 0 voor 
1 *2 — 21 i & - 

X2 = 0, dat de totale differentiaal in (4) herschreven kan worden als 
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X D Z 

XlXi 
^i15 ,z -WA 

D Z 
X2 

-X1D ,?1 -X1D 
X1 X2 

dA, 

dA„ 

-x D Z 

V' 

d3 • 

(5) 

De voorwaarde a) en b) uit de stelling impliceren dat Dx2^ < ^ voor = 0 

en g2 < 0 voor ^ = 0, zodat op grond van de tweede en vierde rij van de 

totale differentiaal in (5) automatisch volgt dat dx2 = 0 en dX2 = 0. 

Op grond van de impliciete functiestelling, zie Rudin (1976), wordt hier- 

door onderdeel c) van onze stelling bewezen. 

Na het verwerken van x^ en A^ en gebruikmakend van dx2 = 0 en dA2 = 0 

reduceert het stelstel tot: 

-D iSl (6) 

en deze vergelijking is precies de totale differentiaal van de eerste 

orde voorwaarden met x^ > 0, x2 = 0 en g2 redunant. Dit bewijst onderdeel 

d) van de stelling. 

We merken op dat de voorwaarden genoerad in de stelling ook nodig zijn, 
3x ■> 3A 

omdat anders D x = en D A = -rr- niet bepaald kunnen worden, daar 
g’ <33 g* 33 

niet aan de voorwaarde van de impliciete functiestelling wordt voldaan. 

Comparatieve statica-resultaten kunnen worden verkregen door raiddel van 

invertering van de matrix in (6) of door uitwerking van de regel van 

Cramer. Bij deze regel kan gebruik worden gemaakt van voorwaarden op de 

diverse principale minoren van de gerande hessiaan in vergelijking (6). 

Dit zijn voldoende voorwaarden voor een maximum van een functie onder 

restricties,welke onder andere worden beschreven in Lancaster (1968). 

Anderzijds kunnen de gewenste effecten ook worden bepaald door de ge- 

partitioneerde matrix in (6) te inverteren. Totaal resulteert dit dan 

in: 
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D 

(S' 

D 
e 

A^-A 1B (B’A 1B)B,A 1 A 1B(B'A 1B) 1 

(B'a 1B) S'a-1 -(B'a'S)'1 

s6 

DS'K1 
(7) 

waarbij A = D , Z en B -D g, ' D<“ matrix -B kan, in navolging 
*1*! X1 1 

van Edfelsen (1981, p 1503), opgevat vvorden als 

een compacte schrijfwijze voor de schaduwprijzen in het optimum. Zij 

geeft- namelijk aan hoe een verandering in leidt tot een verandering 

in de effectiviteit van de restricties. Oradat de schaduwprijzen,in deze 

context, functioned gerelateerd kunnen zijn aan de waarde van de endo- 

gene variabelen hebben ze slechts een locale betekenis. Edfelsen (1981) 

geeft een interpretatie van de schaduwprijzen bij 6en niet lineaire 

restrictie. Verder geldt dat de schaduwprijs gewogen som van partiele 

afgeleiden van de endogene variabelen met betrekking tot de exogene va¬ 

riabelen geschreven kan worden als: 

-b'd 

6 

-D Z 

0 -I 

D 
6' 

(8) 

Toegespitst op de traditionele theorie van het consumentengedrag levert 

deze vergelijking direct dat de prijsgewogen som van substitutie-effee- 

ten gelijk is aan 0 en laat eveneens direct de Engel- en Cournotaggre- 

gatie zien. Deze relaties gelden algemeen omdat de schaduwprijzen deel 

uitmaken van de matrix in (6). Deze problematiek zal in het eerste voor- 

beeld van paragraaf drie nader aan de orde worden gesteld. 

Verdere eigenschappen van systemen van vraagvergelijkingen, zoals sym- 

metrie en negativiteit,zijn het directe gevolg van de symmetric van de 

matrix in (6) en tweede orde voorwaarden van het maximeringsprobleem 

onder nevenvoorwaarden. 

In lineaire programmering of in mathematische programmering onder ge- 

lijkheidsvoorwaarden worden de variabelen A geinterpreteerd als de mar- 

ginale verandering in de doelstellingsfunctie ten gevolg van een infi- 

nitisimal kleine verruiming van de restrictie. In het resterende deel 

van deze paragraaf zullen we laten zien dat deze interpretatie ook cor¬ 

rect is voor het algemene niet lineaire optimeringsprobleem. Dit geldt 

zelfs als bepaalde endogene variabelen de waarde 0 aannemen. Hiermee 

geven we aan dat Lancaster (1968, p.71) een fout maakt door aan te ne- 

men dat marginale waarde van een kleine verruiming van de restrictie 

mogelijk kleiner is dan de waarde van de bijbehorende duale variabele. 
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Laat de restricties geschreven worden g(x,b) — h(x) - b<0, waarbij b een 

vector is die in eerste instantie gelijk was aan 0. We bepalen de invloed 

van kleine veranderingen in b op de doelstellingsfunctie. De gevraagde 

grootheid wordt gegeven door 

D f = D f D x, (9) 
b ' x b 

waarbij D x voor D x gegeven wordt in formule (7) en D x = 0 op 
b' b’ 1 b’ 2 

grond van (5). Als we verder gebruiken dat D ^ = ^ voor alle 

xi xi 
positieve endogene variabelen, dan valt (9) te herschrijven tot: 

D f = A^D g1 D x1 + D f D x2 = A^D f ^ D t ^ > 

b' b' x2 b' X1 b' 

hetgeen analoog aan (8) en op grond van (7) met gebruikmaking van 

° a] geschreven kan worden als: 

-D Z 

Dit toont aan dat de duale variabelen,A,opgevat kunnen worden als de 

marginale verandering in de doelstellingsfunctie ten gevolge van een 

kleine verandering in de grens van de restrictie. 

3 Toepassingen 

In deze paragraaf bespreken we een tweetal voorbeelden van de in de 

vorige paragraaf geschetste methoden. Omdat comparatieve statica op 

zeer veel terreinen van de economie toegepast kan worden, kunnen de 

voorbeelden alleen dienen ter illustratie van de rijkdom aan toepas- 

singsmogelijkheden. Het eerste voorbeeld heeft betrekking op de tradl- 

tionele consumentenproblematiek van nutsmaximalisatie. We zullen laten 

zien dat de theoretische restricties op het systeem van Marshalliaanse 

vraagfuncties ook van toepassing zijn indien niet van alle goederen 

lets wordt gekocht. Daarnaast laten we in dit voorbeeld zien dat een 

niet effectieve budgetrestrictie tot gevolg heeft dat de consumptie 

niet zal veranderen bij kleine wijzigingen in prijzen en beschikbaar 
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inkomen. Het tweede voorbeeld heeft betrekking op conditionele vraag- 

functies. We leiden af dat wijzigingen in de hoeveelheid van het gecon- 

ditioneerde goed de gevraagde hoeveelheid van de andere goederen bein- 

vloedt door de combinatie van een inkomenseffeet en een gewogen som van 

substitutie-effeeten. 

3.1. Nutsmaximalisatie 

Het probleem van nutsmaxiraalisatie wordt gegeven door 

max U (q) 
q 

onder p'q - ra < 0 

en q > 0, 

waarbij hoeveelheden, prijzen en beschikbaar inkomen respectievelijk ge¬ 

geven worden door q, p en m. De hoeveelheden zijn endogeen. Prijzen en 

inkomen zijn exogeen. Voor dit probleem moet de optimale oplossing vol- 

dien aan het volgende stelsel Kuhn-Tucker voorwaarden: 

Dqu - Ap < 0 , q > 0 en q(Dqu - Ap) = 0, 

-p'q +m>0 , en A(p'q - m) = 0. (11) 

Neem in eerste instantie aan dat de budget-restrictie niet effectief is, 

d.w.z. A = 0. Deze aanname impliceert dat de behoeften in principe be- 

vredigbaar zijn binnen het toegestane gebied van de budget-restrictie. 

Als gevolg hiervan reduceren de Kuhn-Tucker voorwaarden tot D U < 0, 
q ~ 

q > 0 en qDqU = 0. Vanwege de afwezigheid van prijzen en inkomen in 

qDqU = 0, zullen de gevraagde hoeveelheden niet veranderen bij kleine 

prijs- en inkomensveranderingen. 

Neem vervolgens aan dat de budget-restrictie wel effectief is, d.w.z. 

p'q = ra en A > 0, en laat q^ en q^ de partitie van goederen zijn waar- 

van in de optimale situatie respectievelijk lets en niets wordt gekocht. 

Gezaraenlijk met de voorwaarden a) en b) uit de stelling worden de 

Kuhn-Tucker voorwaarden gekarakteriseerd door: 

DU- Ap =0 , q > 0 en q (D U - Ap ) = 0 
4^ 11 1 4^ 1 

Dq2U - *P2 < 0 , q2 = 0 en q2<Dq2U - Ap2> = 0 (12) 

-p'q +m=0 , A=0 en A(-p'q + m) = 0 . 

De nutsmaxiraerende goederencombinatie is afhankelijk van de prijzen en 

het beschikbaar inkomen, q = q(p, m). Het stelsel q(p, m) wordt het stel¬ 

sel Marshalliaanse vraagvergelijkingen genoemd. Op grond van onze stelling 

en formule (7) kan afgeleid worden dat de particle afgeleiden van de ge- 
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vraagde hoeveelheden en de Lagrange multiplier met betrekking tot prijzen 

en inkomen gegeven worden door: 

Vq .q, 

DP2’q2 

D X 
P2 

Dn,ql m 1 

m A 

D X 

XU, 
p 'u_1p 
P1 1 

ullplql' 
0 

uIlpi 

-Xpi'ui 

piVpi ’uT1?, 

pi'uIlpi 

0 

pi'u-xPi 

n) de vector exogene variabelen voorstelt en gelijk waarbij $’ = (pf 

is aan Da _ ,U. Vergelijking (13) is een tranforraatie van Barten’s "Funda- 
Hlql 

mental matrixequation", zie Barten (1964) of Theil (1980), waarbij reke- 

ning is gehouden met het feit dat van sommige goederen niets wordt gekocht. 

We zullen laten zien hoe (13) kan worden gebruikt om aan te tonen dat de 

theoretische restricties op systemen van vraagvergelijkingen ook van toe¬ 

passing zijn als er niets van bepaalde goederen wordt gekocht. Deze re¬ 

stricties, adding-up, homogeniteit, symmetric en negativiteit, worden on- 

der andere besproken in Barten en Bohm (1981). 

Adding-up volgt direct doordat p’D0 q = (-q1 1), hetgeen de onder (8) 
P 

beweerde Cournot- en Engelaggregatie oplevert. Op grond van Euler’s 

theorema mogen we concluderen dat uit 

Vq 
Vx 

volgt dat de Marshalliaanse vraagfuncties homogeen zijn van graad 0 in 

p en m, terwijl de Lagrange multiplier homogeen van graad -1 in p en m 

is. Symmetric van de Slutsky -matrix, Xu^-XU^p^^ ’ U^/(p]L ’ , 

volgt direct uit de symmetric van . 

De negativiteit van de SIutsky-matrix kan niet op grond van (13) aan 

worden getoond, maar volgt uit de noodzakelijke tweede-orde voorwaarde 

voor een maximum, nl. : (dq^’)’ U^dq^) < 0, dq2 = 0 en p’(dq) = 0 - 

3.2. Gerestricteerde vraagfunkties 

In situaties waarin personen, bijvoorbeeld door exteme omstandighe- 

den, niet volledig vrij zijn om die goederencombinatie te kiezen die 

het meest wordt geprefereerd, zullen ze kiezen uit de overblijvende 

mogelijkheden. Restricties op de keuzevrijheid ontstaan onder andere 

als een bepaalde hoeveelheid van een zeker goed moet worden gekocht. 
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Wijzigingen in de gerestricteerde hoeveelheid zorgen dan voor een ef¬ 

fect op de budgetrestrictie en voor een effect in de nutsfunctie. Men 

spreekt in deze context van gerestrieteerde of conditionele vraag- 

functies. Deze conditionele vraagfuncties worden behandeld in Poliak 

(1969). De invloed van wijzigingen in de hoeveelheid van het condi- 

tionerende goed wordt geanalyseerd door Tobin en Houthakker (1950-51), 

Latham (1980) die dualiteitstheorie gebruikt en Howard (1977) en 

Mackay en Whitney (1980) welke met behulp van determinant voorwaarden 

de effecten proberen na te gaan. We zullen laten zien dat de invloed 

van een verandering in de gerestricteerde hoeveelheid geschreven kan 

worden als de combinatie van een inkomens- en een gewogen substitu- 

tie-ef feet. 

We gaan uit van nutsmaximalisatie met betrekking tot een vector goe- 

deren q waarbij daamaast de verplichting bestaat om een hoeveelheid 

b van een ander goed te kopen. De prijs van dit goed bedraagt p . De 
b 

prijzen van de goederen bedragen p en het budget bedraagt m. Het pro- 

bleem is dan: 

max U(q ,b) 

q 

onder: pq+p,b-m^0 
b 

Voor een interne oplossing kunnen de conditionele vraagfuncties afge- 

leid worden uit de volgende eerste orde voorwaarden: 

DqU - Xp = 0 

- p’q - pfab + m = 0. 

We kunnen het inkomens- en substitutie-effeet van een wijziging in b 

bepalen door de eerste orde voorwaarden totaal te differentieren: 

D U -p 

qq’ 

-p' 0 

d q XI 

dX qv 

D ku q* 
0 

-1 

dp 

db 

dm 

Oplossen van dit stelsel levert de verandering in de gevraagde hoeveel- 

heden als gevolg van een verandering in de hoeveelheid van het geres¬ 

tricteerde goed 

93 _ 1 9q_| D (J - p 9q 

9h X 9p, I 9m (14) 

Deze formule kan worden opgevat als een variant van de Slutsky-verge- 

lijking. De tweede term in (14) is het inkomenseffeet dat voor normale 
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goederen via het minteken een negatieve invloed op de gevraagde hoe- 

veelheden heeft. De eerste term in (14) is een gewogen som van de eigen 

nutsgecompenseerde substitutie-effecten met de verandering in de margi- 

nale nutten door een verandering in b. De substitutieterm is gelijk aan 

8p 1 u 

p = 0. Het te- 0 indien D U evenredig is met de prijsvector omdat 
qb 

ken van het gewogen substitutie-effeet is niet zonder extra vooronder- 

stellingen te bepalen. 

Ook voor gerestricteerde vraagfuncties is het mogelijk om, evenals in 

het eerste voorbeeld, de analyses uit te voeren zonder te veronderstel- 

len dat de budgetrestrictie effectief is, of dat er van ieder goed iets 

wordt gekocht. Bij een niet effectieve budget-restrictie hebben de 

prijzen en het inkomen geen invloed op de optimale hoeveelheden. Dit 

kan in het algemeen niet van het garationeerde goed worden gezegd. Op 

grond van onze stelling mogen we concluderen dat formule (14) ook van 

toepassing is als we ons beperken tot de goederen waar wel iets van 

wordt gekocht. De partiele afgeleide van de goederen waarvan niets wordt 

gekocht met betrekking tot het gerationeerde goed is dan gelijk aan nul. 
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