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ROBUUSTHEID QJ ZICH AANPASSJMDE 

VERCELINGSVRUE PROCEDURES ^ 

W. Albers (2) 

Samenvatting: Eeret wordt ieta gezegd over robuuste procedures in het algemeen, 

met name over hoe deze zich tot de klassieke procedures verhouden. Vervolgens 

wordt meer in het big zander gekeken naar zich aanpassende procedures. 

Het blrjkt dat dergelijke procedures bruikbaar kurmen zijn als de mate van 

aanpassing binnen redelijke grenzen gehouden wordt. Van dergelijke zich beperkt 

aanpassende procedures wordt tenslotte een aantal voorbeelden behandeld, voor- 

namelijk op verdeti-ngsvY^j gebied. 

1. Robuustheid 

In de klassieke statistiek wordt voor een problean een nauw croschreven 

model opgesteld. Binnen dat model wordt vervolgens de optimale procedure (bv. 

de schatter met de kleinste variantie of de toets met het hoogste onderschei- 

dend vermogen) gezocht. Mogelijke andere procedures worden beoordeeld op hun 

relatieve doeltreffendheid ten opzichte van deze optimale procedure. 

Een standaard voorbeeld betreft het schatten van de verwachting van een 

normale verdeling. Hier zijn onderling onafhankelijk (o.o.) en ze 

hebben alls dezelfde verdelingsfunktie F, waarbij bovendien wordt veronder- 

steld dat F(x) = i,((x-e)/T) voor zekere t > 0 en 0, waarin $ de standaard nor¬ 

male verdelingsfunktie voorstelt. Het steekproefgemiddelde X is, zoals bekend, 

in deze situatie de ideale schatter voor 8. 

Het problean met de hierboven geschetste aanpak is echter dat de model 

aannamen meestal op z'n best bij benadering vervuld zijn. Op zich is dat nog 

met zo erg, maar het blijkt bovendien dat vele klassieke procedures nogal 

gevoelig zijn voor afwijkingen van de model aannamen, m.a.w. ze zijn niet erg 

robuust. In het licht hiervan heeft het zin an te zoeken naar procedures die 

wel robuust zl3n terwijl hun relatieve doeltreffendheid t.o.v. de optimale pro¬ 
cedure voldoende hoog is. 
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In navolglng van Bickel (1976) kunnen we de situatie als volgt karaktei'i- 

seren: on het model haai veronderstellen. we cen "supermaltd." waai'in bCTJeualde 

mogelijk geaohte afwd-jkingen opgenamen zijn. Als we de ’<waiite.it van een klas- 

fsieke en een roljauste procedure (b.v. het. ondersclieidend ventnyjeri b.ij een ttxsts 

of 1/variantie bij een schatter) dan vergelijken, krijgen we typisch oisderstaand 

Als het model juist is, kost de robuuste procedure ons een zekere premie, in 

ruil waarvoor we een zekere bescherraing genieten tegen de afwijking beschreven 

door het supermodel. Van geval tot geval zal men moeten afwegen welke premie 

redelijk is voor welke bescherming tegen welke afwijking. 

dm een konkreet voorbeeld te geven keren we terug naar het eerder geroemde 

voorbeeld van het schatten van de verwachting van een normals verdeling. Een 

supemodel dat hiear vaak (zie o.a. Huber (1972 en Hampel (1978)) van toepassing 

blijkt te zijn, is het "grove-fouten" model. Hier wordt voor de verdelings- 

funktie F gekozen 

F(x) = (1-e) $ (^) + e H(x-9) , 

waarbij e een klein positief getal is en H hoort bij een symnetrische verdeling 

met zwaardere staarten dan die van de door t((x-e)/T> gegeven normale verdeling. 

De waamaningen kcmen dus over het alganeen nog uit een en dezelfde normale 

verdeling, maar een kleine fraktie is afkonstig uit een duidelijk afwijkende 

verdeling. Deze situatie kan ontstaan door storingen in gevoelige meetappara- 

tuur, door afleesfouten (karma op de verkeerde plaats), etc. . 

Het zal duidelijk zijn dat X, de optimale schatter onder het normale model, 

niet rcbuust is onder dit supermodel: door middel van een enkele voldoende ex- 

trane uitschieter kan X iedere gewenste - of liever ongewenste - waarde gegeven 

worden. Een robuust altematief is hier het zogeheten "a-getrimde ganiddelde" 

Xa, dat verkregen wordt door de 100a% kleinste en de 100a% grootste waamaningen 

te verwijderen en het ganiddelde van de resterende waamaningen te nanen. 

Dus voor a = 0 krijgen we X terug en voor a + k krijgen we de mediaan. Naarmate 

oi groter is, is minder gevoelig voor uitschieters. On een indruk te geven 

van de pranie die hiervoor betaald moet worden, merken we op dat onder een 

exakt normaal model de relatieve doeltreffendheid van XQ en t.o.v. X 
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respektievelijk 97% en 94% is. Dit zijn weliswaar de asymptotische resultaten, 

maar de Monte Carlo schattingen stemren hier voor N = 20 al keurig nee overeen 

(zie Huber (1972), biz. 1064). Merk op dat bv. Xg voor N = 20 neerkant op 

het weglaten van de grootste en van de kleinste waarde, waarna het gemiddelde 

van de resterende 18 waarden gencren wordt. 

Het hierboven beschouwde "grove-fouten" model is maar Sen van de mogelijke 

supermodellen rond het normale model. Een andere mogelijkheid is bijvoorbeeld 

an voor F de verdelingsfunktie behorend bij een willeleurige symretrische ver- 

deling cm 9 te kiezen. Nog alganener wordt de situatie als ook de syntnetrie- 

aanname losgelaten wordt. Met deze laatste stap wordt het probleem echter wel 

essentieel moeilijker. Bij de vragen welke schatters in aanmerking kcmen, welke 

premies aanvaardbaar zijn en welke bescherming gewenst is, kant dan namelijk 

nog de vraag welke parameter er eigenlijk geschat moet worden. Is dat de ver- 

wachting, of de mediaan, of de modus, of misschien nog wat anders? Bij een sym- 

metrische verdeling speelt dit problesn niet, cmdat daar het centrm van de 

verdeling ondubbelzinnig bepaald is. 

Tot slot van deze paragraaf wijzen we er op dat In alle bovengenoemde ge- 

vallen het normale model op de normal!teit aangevallen werd. Het is ook moge- 

lijk (en wenselijk) cm zich af te vragen wat er gebeurt als ^ niet o.o. 

zijn, of niet identiek verdeeld. Dit geeft weer aanleiding tot andere klassen 

van supermodellen. 

2. Zich aanpassende procedures 

Als we nog even terugkijken naar het plaatje in de vorige paragraaf, dan 

zien we dat het het meest aantrekkelijk zou zijn cm de stippellijn aan te hou- 

den met evenwel een uitstapje crnhoog via de doorgetrokken lijn in de buurt van 

het model. Met andere woorden, als het model (vrijwel) juist is zouden we de 

optimale procedure willen gebruiken, terwijl we de robuuste procedure alleen 

willen toepassen als het model niet klopt. Op zich weten we natuurlijk niet in 

welk van deze situaties we verkeren, maar misschien kunnen we daarvan een idee 

krijgen door vooraf een blik op de waarnemingen te werpen. Bijvoorbeeld, als 

deze er normaal uitzien, gebruiken we gavoon X am 9 te schatten, en alleen als 

de waarnerangen een verdachte indruk maken, ncmen we onze toevlucht tot een ge— 

trimd gemiddelde. Kortcm, het lijkt een aantrekkelijk idee cm een zich aanpas— 

sende (engels: adaptive) procedure te gebruiken. Merk op dat dit volkcmen geoor- 

loofd is, mits we bij het benalen van de verdeling van de korresponderende 

schatter of toetsingsgrootheid ook rekening houden met het feit dat en de manier 

waarop we van te voren naar de waarnemingen gekeken hebben. 

Een voorbeeld uit de literatuur dat nauw aansluit bij het bovenstaande is 

dat van Jaeckel (1971). Hierin wordt als schatter een zich aanpassend getrimd 

gemiddelde X- gebruikt, waarin 5 = 5(X^,...,X^) zo gekozen wordt dat de geschatte 

variantie van X. minimaal is. 
a 



Voor een tweede voorbeeld beschouwen we de situatie van het een-steekproef 

problean: X1,...,XN zijn o.o., alle met verdelingsfunktie F(x-0), waarin de 

dichtheid f van F synmetrisch is on 0. Het gaat er dan cm Hq : 8 = 0 tegen bv. 

: 6 > 0 te toetsen. Cmdat F onbekend is wordt een rangtoets gebruikt. De 

toetsingsgrootheid SN hiervan wordt als volgt ingevoerd: laat 0 < < ... < 

de geordende rij der 1x^1,_'l^l zijn 611 ^ __bijbeliorende rij 

van rangnunmers zijn, dus I = zj • Dsn definieren we voor iedere zogeheten 

score funktie J op (0,1): ^ 

N fR. \ 
Sn = J, "(Xj) ' 

waarin u(x) = 1 voor x > 0 en u(x) = 0 elders. Als J konstant is, telt S„ sim- 
N 

pelv;eg het aantal positieve X^’s en hebben we de tekdntoets. Als J(t) = t geeft 

Sjj de sar. van de rangnunmers van de positieve waamarangen, vrat de rangteken- 

toets van Wilcoxon oplevert. Een derde voorbeeld betreft de van der Waerden 

toets, waarbij J(t) = $ ‘''([l+tj/2), met J 'i‘ de inverse van 

Sangtoetsen zijn verdelingsvrij, dus vinden we ongeacht welke F de juiste 

is, altijd dezelfde ortetrouwbaarheid a. Het onderscheldend vermogen hangt ech- 

ter wel af van F: er blijkt bij elke F een optimale score funktie J, en dus ook 

een optimale rangtoets, te zijn. Zo is de tekentoets het best voor een dubbel- 

exponentiele verdeling, de toets van Wilcoxon voor een logistieke verdeling en 

de van der Waerden toets voor een normale verdeling. Gezien deze situatie lijkt 

een zich aanpassende procedure ook hier een aantrekkelijke mogelijkheid: schat 

eerst met behulp van de waamaningen de onderliggende F en gebruik dan de 

met de voor die F optimale J. 

Als we ons vervolgens afvragen of de procedures uit de bovenstaande voor- 

beelden bevredigend werken, dan blijkt het antwoord in het eerste geval beves- 

tigend en in het tweede geval ontkennend te zijn. Jaeckel's procedure heeft bv. 

voor N = 20 een relatieve doeltreffendheid van 90% t.o.v. X onder het normale 

model. Bij de zich aanpassende rangtoetsen lijken echter zulke enorme steek- 

proeven nodig te zijn voordat de asymptotische qptimaliteit zichtbaar wordt, 

dat ze voor praktisch gebruik volmaakt ongeschikt zijn (zie o.a. Huber (1972), 

biz. 1058 en HSjek en §idSk (1967), biz. 259). Als verklaring ligt voor de 

hand dat de aanpak in het tweede geval door de inmense keuzevrijheid te ambi- 

tieus is. Het eerste voorbeeld is veel bescheidener, daar wordt slechts een 

enkele parameter, te weten het trinmingspercentage, aangepast. De moraal lijkt 

dus dat zich aanpassende procedures behalve intultief aantrekkelijk ook best 

praktisch bruikbaar kunnen zijn, maar dat dan wel de mate van aanpassing bin- 

nen redelijke grenzen moet blijven. 
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3. Beperkte aanpassing; voorbeelden 

In het licht van het voorafgaande zullen we verder alleen nog zich aanpas- 

sende procedures beschouwen waarbij de aanpassing tot een eindig aantal para¬ 

meters beperkt blijft. Het onderliggende supentodel kan dan gekarakteriseerd 

worden door (8,t) , waarin 0 de te schatten of te toetsen parameter en 

T — aan P333611 parameter is. Binnen dit supentodel begrepen 

is het model, gekarakteriseerd door (0,to), waarbij t0 een bekende waarde, vaak 

0, van t is. Met deze fonnulering zijn we overigens weer bij een klassiek pro- 

blaem terug: onder het model hebben we alleen te maken met de parameter 9, maar 

onder het supentodel worden we gekonfronteerd met de storingsparameter (engels: 

nuisance parameter) t. Voorbeelden van problanen waarin dergelijke storingsptra- 

meters een rol spelen zijn er te over. Het meest bekend is waarschijnlijk het 

problean van het toetsen van de verwachting 0 van een normale verdeling terwijl 

de variante x gelijk is aan een bekende waarde Tq , dan wel onbekend is. In het 

eerste geval kan de toets gebaseerd worden op X/T()/ in het tweede geval dient de 

t-toets toegepast te worden. 

On te beginnen keren we nu terug naar het tweede voorbeeld uit de vorige 

paragraaf, dat van de rangtoetsen met zich aanpassende scorefunktie J. Beperkte 

aanpassing leidt hier tot de volgende opzet. Kies een verdelingsfunktie F voor 

onder het model, b.v. F0 = $, dan fungeert als basis-scorefunktie de hierbij 

behorende JQ, bv. JQ(t) = <t 1([l+t]/2). Kies ook een supentodel, bv. inhoudend 

afwijking van normaliteit in de richting van zwaardere staarten, en neat, een 

daarbij behorende scorefunktie als korrektiatogelijkheid, bv. h(t) = t of 

h(t) = 1. Gebruik dan een toets met scorefunktie Jf = J0 + fh, waarin f een 

schatter is die grotere waarden aanneemt naarmate de afwijking van het itodel 

groter is en die onder het model consistent is voor x0 (hier tq = 0). Deze aan- 

pak is gebruikt in Albers (1979) en Albers (1980). 

De kwaliteit van de resulterende aanpassingstoets ip. en die van de opti- 

male toets % worden onder het model als volgt vergeleken. Als er N waamatdngen 

voor worden gebruikt, laat dan N + t^ het aantal zijn dat voor nodig is 

omheteelfde onderscheidend ventogen te bereiken. De pranie is dus het extra aan¬ 

tal waamatdngen c^. Het blijkt dat er redelijk shtpele scatters x gekonstru- 

eerd kunnen worden waarvoor d = lim dN eindig is. Merk op dat dit tweede orde 

resultaat sterker is dan de uits^JSak dat en asyitptotisch even doeltref- 

fend zijn. Met dat laatste wordt namelijk bedoeld dat (N+c^) / N+l voor N 

wat nog bepaald niet inhoudt dat dj^ een eindige limiet heeft. Voor konkrete 

gevallen kan d berekend worden. In het bovengenoatde geval met J de van der 

Waerden score funktie en h die van Wilcoxon, is d gelijk aan 4.0, terwijl als 

h die voor de tekentoets is, we d = 6.7 vinden. 

Hieraa gaan we in op situaties waarin het supermodel niet (alleen) een 

afwijking van normaliteit inhoudt, maar (ook) een afwijking van de aanname van 

onafhankelijkheia. Ook hier geldt dat beperking nodig is: willekeurige afhanke- 
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lijkheid Xaat een veel te grote keuzevrijheid. We beperken ons daarcm in eerste 

instantie tot m-afhankelijkheid: in een rij X1,X2,_ zijn X^ en X^ onafhanke- 

lijk als |i-j| > m. Verder nemen we an te beginnen ook norraaliteit aan; we be- 

schouwen een steekproef uit een stationair norrnaal proces net als nargi- 

nale verdelingsfunlctie <t( (x--9)/o) . In deze situatie is m-afhankelijkheid 

equivalent met een voortschrijdend ganiddelde (engels: moving average) model, 

d.w.z. X^ = bj^ Z^_^, waarin de bj, onbekende kontstanten zijn en de o.o. 

normaal verdeeld. In deze situatie kan Hq : 6=0 tegen : 6 > 0 getoetst wor- 

den met behulp van X / 5(X), waarin 5(X) een geschikte schatter voor de sprei- 

ding o(X) van X is. Bij onafhankelijkheid (m=0) neant men uiteraard S(X) = N iS, 

met (X^-X) ^/(N-l), wat leidt tot de t-toets. Voor m positief kan 

gebruikt warden 5(X) = N (1 + 2^^.^ f^, waarin de de zogeheten seriele 

korrelatiecoefficienten zijn (zie Anderson (1971)), die op hun beurt de korre- 

laties Tj, tussen X^^ en schatten. Zo geformuleerd past ook dit geval in de 

eerder gegeven algemene beschrijving met (0,t) onder het supernodel en (6/Tq) 

onder het model. Het model houdt hier in dat tg = 0, we hebben dan onafliankelijk- 

heid en de qptimale toets i|jq is de t-toets. Deze is niet robuust tegen m-afhanke¬ 

lijkheid, de afwijkinq in het supernodel: de feitelijke onbetroui/ijaarheid zal 

verschillen van de gewenste a, zelfs asymptotisch. De aanpassingstoets heeft 

echter wel asyirptotisch de juiste a. 

Net als in het vorige voorbeeld kan de asyuptotische premie d berekend wor- 
2 -1 

den. Die blijkt hier gelijk te zijn aan m u , waarin u = $ (1-a) (bv. u = 
a a a 

1.65 voor a = 0.05 en u = 2.33 voor a = 0.01). Dus bescherming tegen m-afhanke- 
a 2 

lijkheid kost asymptotisch per te schatten korrelatiekoefficient u^ extra waar- 

naningen. Details over een en ander zijn te vinden in Albers (1978a). Hierin 

wordt ook het pendant van bovenstaand geval besproken, namslijk dat van het 

autoregressieve model. Hier is de rol van de X. en de onbekende Z^ verwisseld: 

nu is = X^ + y™=1 Xj_^, waarin de onbekende konstanten zijn. X^ is 

dus op te vatten als een lineaire kanbinatie van zijn m direkte voorgangers plus 

een onafhankelijke storingsterm Z.. Ook voor dit geval blijkt d gelijk te zijn 
2 1 

aan m u . 
a 

Tot slot beschouwen we kort bovenstaand autoregressief geval wanneer boven- 

dien de normaliteitsaanname vervalt. Qmdat de Z^ o.o. zijn en synnetrisch ver- 

deeldoa 0(1 + xk), kan nu HQ : 0 = 0 tegen Hj^ : 6 > 0 in principe getoetst 

warden net behulp van een rangtoets gebaseerd op ...,2^ in plaats van op 

Xj,_,X^. In principe, want de zijn irrmers oribekend. Er zijn echter schatters 

t. voor de autoregressieve konstanten t, bekend (zie veer Anderson (1971)), zodat 
^ ^ rn 
we wel kunnen beschikken over de 2. = X. + f, X. , . Het blijkt (zie Albers 

1 1 JC—JL K 1 JC 

(1978 b)) dat de rangtoets gebaseerd op Z^,...,^ in eerste orde equivalent is 

met de rangtoets gebaseerd op In het bijzonder is de toets dus asymp¬ 

totisch verdelingsvrij. Misschien bestaat intultief de indruk dat dit resultaat 

vanzelfsprekend is cndat het al dan niet kennen van een^storingsparameter asymp- 
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totisch ininers niet zou uitmaken. Deze redenering gaat echter alleen op in spe- 

ciale gevallen, waarbij e en t in een bepaalde zin loodrecht op eUcaar staan, 

zoals bijvoorbeeld bij plaats- en schaalparameters in een synnetrische verde- 

ling het geval is. In het algemeen geldt dit niet. Tegenvoorbeelden zijn onder 

andere het toetsen of een verdeling symmetrisch is wanneer het irogelijke synmea 

triepunt al dan niet gegeven is en het toetsen of er een verschuiving in de 

verwachtingswaarde van een verdeling is qpgetreden binnen een steekproef wanneer 

het mogelijke cmslagpunt al dan niet gegeven is. 
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